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Rozdziat 1

Rachunek prawdopodobienstwa - rys

historyczny

1.1. Wprowadzenie

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Rachunek prawdopodobienstwa jest dziedzing matematyki, ktéra zajmuje sie badaniem jak czesto wystepuja
zdarzenia losowe. Jego historia siega starozytnosci, natomiast w XVII wieku nastapit ogromny skok

w tej dziedzinie. Pierwsze wzmianki o rachunku prawdopodobiefistwa znajdziemy juz w starozytnym

Rzymie i Grecji, gdzie badano rézne aspekty gier losowych. Mozemy zatem powiedzieé, ze rachunek
prawdopodobienstwa narodzit sie z ... hazardu. Korespondencja wybitnych matematykéw Blaise Pascala
oraz Pierre de Fermata, zrewolucjonizowata pojecie losowosci. Pascal i Fermat rozwazali problemy zwigzane
z grami i podziatem stawek, co doprowadzito ich do rozwazan, ktére dzis sg fundamentalne w rachunku

prawdopodobienstwa.

W XVIII wieku ta dziedzina zostata rozwinieta przez matematykéw takich jak Jakob Bernoulli oraz
Abrahama de Moivre'a. Bernoulli w swoim dziele Ars Conjectandi wprowadzit stabe prawo wielkich liczb
Bernoulliego, natomiast Abraham de Moivre (ktérego najbardziej kojarzymy ze wzoru na potege liczby
zespolonej w postaci biegunowej) byt autorem klasycznej pozycji The Doctrine of Chances. Na poczatku
XIX wieku kolejny matematyk zajmujacy sie rachunkiem prawdopodobienstwa Pierre-Simon Laplace
opracowat bardziej zaawansowane narzedzia matematyczne, takie jak analiza statystyczna i teoria btedéw
pomiarowych, ktére umozliwiaty zastosowanie rachunku prawdopodobiefistwa w naukach przyrodniczych i
ekonomii. W XX wieku dziedzina ta rozwijata sie intensywnie dzieki wktadowi Andrieja Kotmogorowa, ktéry

w 1933 roku sformalizowat podstawy rachunku prawdopodobienistwa w ramach teorii miary.



1.1. Wprowadzenie

https://vimeo.com/1029563256/1£b492d497
Wstep
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Rozdziat 2

Kombinatoryka

2.1. Reguta mnozenia i reguta dodawania

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Kombinatoryka jest dziedzing matematyki, zajmujaca sie badaniem réznych sposobéw wyboru,
rozmieszczenia i uktadania elementéw w zbiorach. Jest to dziedzina, ktéra daje odpowiedz na pytania
zwigzane z liczba elementéw, ktére mozna wybra¢ z danego zbioru, gdyz zajmuje sie badaniem kombinacji,

permutacji i wariacji, uwzgledniajac rézne zasady dotyczace kolejnosci, powtarzalnosci i innych ograniczen.

W praktyce oznacza to, ze kombinatoryka dostarcza narzedzi do liczenia mozliwych konfiguracji w réznych
sytuacjach, co jest kluczowe dla zrozumienia bardziej zaawansowanych zagadnien matematycznych.

Oto cztery powody, dla ktérych warto pozna¢ kombinatoryke zanim przejdzie sie do liczenia zadan z

rachunku prawdopodobienstwa:

1. Zliczanie mozliwych zdarzen - rachunek prawdopodobienstwa opiera sie na liczeniu
prawdopodobienstwa zdarzen, ktére czesto wymagaja wczesniejszego zrozumienia, ile réznych
konfiguracji jest mozliwych w danej sytuacji. Kombinatoryka dostarcza podstawowych technik, ktére
umozliwiaja liczenie takich konfiguracji. Bez zrozumienia kombinatoryki, trudno bytoby zrozumie¢, na
czym opiera sie wiele probleméw probabilistycznych.

2. Rozumienie struktury problemu - kombinatoryka pomaga w rozktadaniu ztozonych probleméw na

prostsze czesci, co jest nieocenione przy rozwigzywaniu zadan z rachunku prawdopodobienstwa.

3. Budowanie intuicji matematycznej - kombinatoryka rozwija intuicje matematyczna i umiejetnos¢
logicznego myslenia. Pozwala zrozumie¢, jak rézne elementy moga sie ze soba faczy¢ i jakie sa

konsekwencje réznych wyboréw.

4. Zastosowanie w realnych problemach - rachunek prawdopodobienstwa czesto stosuje sie do analizy
rzeczywistych zjawisk, takich jak gry losowe, statystyka czy procesy decyzyjne. Kombinatoryka
dostarcza metod, ktére pomagaja w modelowaniu tych zjawisk, na przyktad znajac kombinacje
mozemy wyliczyé na ile sposobéw mozemy wylosowaé 6 z 49 liczb, a dzieki temu policzymy

prawdopodobienstwo trafienia "széstki” w Duzym Lotku.

Podsumowujac, znajomos¢ kombinatoryki jest fundamentem dla zrozumienia rachunku
prawdopodobienstwa. Umozliwia poprawne liczenie przestrzeni zdarzen, co jest kluczowe dla obliczania

prawdopodobienstw i rozwigzywania probleméw probabilistycznych.



2.1. Reguta mnozenia i reguta dodawania

Definicja 1: Reguta mnozenia

Reguta mnozenia to zasada kombinatoryczna, ktéra méwi, ze jesli pewne doswiadczenie sktada sie z k
etapéw, gdzie pierwszy etap mozna wykonac na n; sposobéw, drugi etap na no sposobéw,..., k-ty etap
na ng sposobéw, to liczba mozliwych sposobéw wykonania catego doswiadczenia wynosi nins .. . ng.

>
{// PRZYKtAD

Przyktad 1:

Aby obliczy¢ ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych musimy podja¢ trzy decyzje: wybra¢ cyfre setek,
cyfre dziesiatek i cyfre jednosci. Doswiadczenie sktada sie z trzech etapéw. Zauwazmy, ze cyfre setek
mozemy wybra¢ na 9 sposobéw, bedzie to cyfra ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, poniewaz 0 nie moze
by¢ cyfra setek. Cyfre dziesigtek mozemy wybra¢ na 10 sposobéw (zero moze by¢ cyfra dziesigtek)

i analogicznie na 10 sposobéw mozemy wybraé cyfre jednosci. Korzystajac z reguty mnozenia

otrzymujemy wynik 9 - 10 - 10 = 900, czyli mamy 900 liczb trzycyfrowych.

Q ZADANIE

Zadanie 1:

Tres¢ zadania:

lle jest czterocyfrowych kodéw PIN [1], w ktérych cyfry
1. moga sie powtarzac

2. nie moga sie powtarzac?
Rozwiazanie:

1. Zauwazmy, ze kazda z czterech cyfr mozemy wybra¢ na 10 sposobéw, stad mozliwych kodéw
PIN, w ktérych cyfry moga sie powtarzaé jest 10%.

2. Pierwsza cyfre w kodzie PIN wybieramy na 10 sposobéw (mozemy wybra¢ kazda z cyfr ze zbioru
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}), druga cyfre mozemy juz wybra¢ na 9 sposobéw (poniewaz nie mozemy
powtdrzy¢ cyfry, ktéra stoi na pierwszym miejscu). Skoro zabralismy juz 2 cyfry to na trzecim
miejscu pozostaje nam 8 mozliwosci, a na czwartym 7 opcji wyboru (wszak 3 cyfry z 10 juz

zarezerwowalismy dla poprzednich miejsc). Stad wynik to 10-9 -8 - 7 = 5040.

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA



2.1. Reguta mnozenia i reguta dodawania

O ZADANIE

Zadanie 2:

Tres$¢ zadania:

Numer karty ptatniczej sktada sie z 16 cyfr. Pierwsza cyfra jest 5, druga jest jedna z cyfr: 1,2,3,4,5.

Zaktadamy, ze pozostate cyfry moga by¢ dowolne. lle jest numeréw kart ptatniczych?

Rozwigzanie:

Pierwsza cyfra jest ustalona i jest tylko jeden mozliwy wybér cyfry 5, druga cyfre mozemy wybra¢ na
5 sposobéw. Te dwie cyfry mamy juz wybrane i potrzebujemy wybra¢ jeszcze 14 cyfr, a kazda z nich
mozemy wybra¢ na 10 sposobéw. Otrzymujemy, ze przy takich zatozeniach jest 1-5 - 10 numeréw

kart ptatniczych.

Podsumowujac, reguta mnozenia méwi, ze jesli pewne zadanie mozna roztozy¢ na kilka etapéw i kazdy
z tych etapéw mozna wykona¢ na okreslong liczbe sposobéw, to taczna liczba wszystkich mozliwych
sposob6w wykonania catego zadania jest réwna iloczynowi liczby sposobéw wykonania kazdego z tych

etapéw [2].

Definicja 2: Regufa dodawania

Jesli pewne doswiadczenie moze by¢ wykonane na n; sposobéw albo na ng sposobéw, .... albo ny
sposobéw, przy czym te sposoby wzajemnie sie wykluczaja (nie moga wystapi¢ jednoczesnie), to
faczna liczba mozliwych sposobéw wykonania tego zadania wynosi ny + ns .. . ng.

Reguta dodawania méwi zatem, ze jesli pewne doswiadczenie mozna wykonaé na kilka réznych, wzajemnie
wykluczajacych sie sposobéw, to taczna liczba mozliwych sposobéw wykonania tego doswiadczenia jest

réwna sumie liczby sposobéw wykonania kazdego z tych sposobéw. Reguta mnozenia oraz reguta dodawania
sa czesto stosowane intuicyjnie, a ich dziatanie dobrze obrazuje nastepujacy przyktad.

N
.(// PRZYKtAD

Przyktad 2: Reguta mnozenia i reguta dodawania na kreskach

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA 7



2.1. Reguta mnozenia i reguta dodawania

REGUKA  MNO2ENIA
u.a:\:,s;,».w

https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/handbook/2369/module/2370/reader#openaghmod:
2370:openaghhfivep:1

Reguta mnozenia i reguta dodawania

O ZADANIE

Zadanie 3:

Tres$¢ zadania:

Restauracja "AGH Bistro” serwuje 12 dan kuchni polskiej, 11 dan kuchni francuskiej i 5 dan kuchni
wegierskiej. Na ile sposobéw mozna w tej restauracji wybrac¢:

1. jedno danie, ktére nie nalezy do kuchni polskiej,

2. dwa rézne dania, z ktérych jedno nalezy do kuchni polskiej a drugie nie nalezy do kuchni
polskiej?

Rozwiazanie:

1. Jezeli chcemy wybra¢ danie, ktére nie nalezy do kuchni polskiej, mamy do wyboru kuchnie
francuska (11 dan) oraz kuchnie wegierska (5 dan). W sumie mozemy wybra¢ 114+5=16 dan z
kuchni niepolskie;j.

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA
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2.2. Wariacje

2. Wybieramy danie z kuchni polskiej na 12 sposobéw i danie z kuchni niepolskiej na 16 sposobéw
(przy wyborze dania z kuchni niepolskiej stosujemy regute dodawania z poprzedniego przykfadu).
Poniewaz to doswiadczenie sktada sie z dwdch etapéw (pierwszy to wybdr kuchni polskiej, a
drugi kuchni niepolskiej) musimy zastosowac¢ teraz regute mnozenia i otrzymujemy 12 - 16 = 192
takie zestawy dan.

2.2. Wariacje

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

W dziedzinie kombinatoryki, zajmujacej sie zliczaniem obiektéw i ich uktadéw, fundamentalne znaczenie
ma pojecie wariacji. Wariacje stanowia narzedzie do okreslania liczby sposobéw wyboru i uporzadkowania
elementéw z danego zbioru. Kolejnos¢ wybranych elementéw ma znaczenie, a w zaleznosci od tego, czy
elementy moga by¢ powtarzane w tworzonych uktadach, rozrézniamy dwa gtéwne typy wariacji: wariacje

z powtdrzeniami oraz wariacje bez powtérzen [1]. Zrozumienie tych rozréznien i odpowiadajacych

im zasad zliczania jest niezbedne do rozwigzywania szerokiej gamy probleméw probabilistycznych,
algorytmicznych oraz w informatyce, gdzie analiza ztozonosci obliczeniowej czesto opiera sie na liczbie
mozliwych konfiguracji. Wprowadzmy definicje wariacji z powtérzeniami i bez powtérzen oraz przedstawimy

twierdzenia dotyczace zliczania liczby wariacji [3].

Definicja 3: Wariacja bez powtoérzen

Wariacja bez powtdrzen to cigg elementéw wybranych z danego niepustego zbioru, w ktérym kazdy

element moze wystapi¢ tylko raz.

Twierdzenie 1: Liczba wariacji bez powtoérzen
ZALOZENIE:

Niech dany bedzie n-elementowy zbiér elementéw. Zat6zmy, ze wybieramy k r6znych elementéw z

tego zbioru, gdzie k < n elementdéw i ustalamy je w ciag.

TEZA:

Liczba mozliwych k-wyrazowych wariacji bez powtérzen elementéw zbioru n-elementowego wynosi

n!

Vik = ma

(2.1)

gdzie n! to iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do n (silnia liczby n).

DOWOD:

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA



2.2. Wariacje

Zauwazmy, ze mamy tutaj do podjecia k decyzji (s3 to kolejne elementy ciagu jaki tworzymy).
Pierwsza decyzje mozemy podjaé na n sposobéw, druga nan — 1, poniewaz nie mozemy powtérzyé
elementéw w ciaggu, trzecia nan — 2ik-tanan — (k — 1). Z reguty mnozenia otrzymujemy liczbe

wszystkich wariacji bez powtérzen n-(n—1)...(n— (k—1)) = (n%'k),

Definicja 4: Wariacja z powtdrzeniami

Wariacja z powtérzeniami to ciag elementéw wybranych z danego niepustego zbioru, w ktérym
dopuszczamy powtarzanie sie elementéw.

Twierdzenie 2: Liczba wariacji z powtérzeniami
ZALOZENIE:

Niech dany bedzie n-elementowy zbiér elementéw. Zatézmy, ze wybieramy k elementéw z tego zbioru

(elementy moga sie powtarzac), gdzie k € N i ustalamy je w ciag.

TEZA:
Liczba mozliwych k-wyrazowych wariacji z powtérzeniami elementéw zbioru n-elementowego wynosi
Wk =n*, (2.2)

gdzie: n to liczba elementéw w zbiorze, k to liczba wybieranych elementéw.

DOWOD:

Zauwazmy, ze mamy tutaj do podjecia k decyzji (s3 to kolejne elementy ciggu jaki tworzymy).
Pierwsza decyzje mozemy podja¢ na n sposobéw, podobnie druga takze na n sposobéw (poniewaz
mozemy powt6rzy¢ elementy w ciagu), itd. i k-ta réwniez na n sposobdéw. Z reguty mnozenia

otrzymujemy liczbe wszystkich wariacji z powtérzeniami n*

W kombinatoryce wariacje sa stosowane wtedy, gdy istotna jest kolejnos¢ wybieranych elementéw (sa to
ciagi). Innymi stowy, wariacje odnosza sie do sytuacji, gdy wybieramy pewna liczbe elementéw ze zbioru i
wazne jest, w jakiej kolejnosci te elementy sg utozone. Aby poprawnie zastosowa¢ wzory na liczbe wariacji
nalezy po pierwsze upewnic sie, ze w doswiadczeniu liczy sie kolejnos¢, a po drugie ustali¢ czy jest to
wariacja z powtdrzeniami czy bez powtérzen. Zastosowanie wariacji dobrze zobrazuje nastepujacy przykfad i
zadania.

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA 10



2.2. Wariacje

>y
.(// PRZYKtAD

Przyktad 3: Zadanie z wagonami
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2373:openaghhfivep:1
Wariacje

O ZADANIE

Zadanie 4:

Tres$¢ zadania:

lle piecioliterowych kodéw mozna utworzy¢ z liter A,B,C?

Rozwigzanie:
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2.3. Permutacje

Po pierwsze zauwazmy, ze w tym zadaniu liczy sie kolejnos¢. Ze zbioru, w ktérym sa trzy litery
A,B,C wybieramy 5 liter i ustawiamy je w cigg. Jest to wariancja z powtérzeniami, poniewaz liczy sie
kolejnos¢, a w tresci zadania nie mamy informacji, ze litery nie moga sie powtarza¢ (wrecz jest to
niemozliwe, aby wybraé¢ 5 liter 3 bez powtérzen). Mozemy rozwiaza¢ to zadanie na dwa sposoby.

Pierwszy sposéb to zastosowanie wzoru na liczbe wariacji z powtérzeniami, mamy n = 3 i k = 5, stad

mozemy utworzy¢ W3 = 35 = piecioliterowych kodéw.

To zadanie mozemy réwniez rozwigzaé nie stosujac wzoru na liczbe wariacji z powtérzeniami, a
zastosowac regute mnozenia. Pierwszg litere wybieramy na 3 sposoby, druga takze na 3 sposoby
(litery moga sie powtarzac), analogicznie wybieramy trzecia, czwarta i piata litere i otrzymujemy
3-3-3-3-3 =243 mozliwe kody.

O ZADANIE

Zadanie 5:

Treéé zadania:

lle jest liczb trzycyfrowych, zbudowanych z cyfr nalezacych do zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, jesli cyfry

w liczbie nie moga sie powtarzaé?

Rozwiazanie:

Po pierwsze zauwazmy, ze w tym zadaniu liczy sie kolejnos¢, poniewaz tworzymy liczbe (patrzymy na
liczbe trzycyfrowa jak na ciag trzech cyfr). Ze zbioru, w ktérym jest 9 cyfr (zauwazmy, ze w zbiorze
nie ma cyfry 0) wybieramy 3 cyfry i ustawiamy je w ciag (pierwsza cyfra to cyfra setek, druga to cyfra
dziesigtek i trzecia to cyfra jednosci. Jest to wariancja bez powtérzen, poniewaz cyfry w liczbie nie

mog3 sie powtarza¢. To zadanie takze mozemy rozwigza¢ na dwa sposoby.

Pierwszy sposéb to zastosowanie wzoru na liczbe wariacji bez powtérzen, mamyn = 9ik = 3, stad

mozemy utworzyé Vg 3 = (937!3)! = % =7-8-9 =504 liczby.

Rozwigzmy teraz to zadanie stosujac regute mnozenia. Pierwsza cyfre wybieramy na 9 sposobéw,
druga na 8 sposobéw (nie mozemy powtérzy¢ cyfry, ktéra juz stoi na pierwszym miejscu) i trzecig na 7
sposoboéw. Czyli mamy 7 -8 -9 = 504 liczby.

2.3. Permutacje

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Permutacje pozwalaja nam odpowiedzie¢ na pytanie, ile jest sposobéw na uporzadkowanie elementéw
pewnego zbioru. Niezaleznie od tego, czy uktadamy ksigzki na pétce, losujemy kolejnosé méwcdw na
konferencji, czy analizujemy mozliwe stany algorytmu sortujacego, permutacje dostarczaja nam narzedzi do
precyzyjnego okreslania tych unikalnych sekwencji. Zrozumienie, czym jest permutacja i jakie sa jej rodzaje
— zwfaszcza rozréznienie na permutacje z powtdrzeniami i bez powtérzen — jest fundamentalne dla dalszych
zagadnien kombinatorycznych i probabilistycznych, stanowigc podstawe do rozwigzywania wielu probleméw

zaréwno teoretycznych, jak i praktycznych.
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2.3. Permutacje

Definicja 5: Permutacja bez powtérzen

Permutacja bez powtérzen nazywamy n wyrazowa wariacje bez powtérzen ze zbioru n-elementowego

Twierdzenie 3: Liczba permutacji bez powtérzen
ZALOZENIE:

Rozwazamy n-elementowy zbiér elementéw, gdzie n € N

TEZA:

Liczba mozliwych permutacji bez powtérzen elementéw zbioru n-elementowego wynosi [4]

P, =nl (2.3)

DOWOD:

Zauwazmy, ze permutacja bez powtérzen to z definicji n wyrazowa wariacja bez powtérzen ze zbioru

n-elementowego. Mozemy zastosowa¢ wobec tego wzér na liczbe wariacji bez powtérzen, stad

n! n!

otrzymujemy: V,, , = et = o = n!

Definicja 6: Permutacja z powtérzeniami

Permutacja z powtdrzeniami nazywamy uporzadkowany ciag k-elementéw wybranych ze zbioru
n- elementowego, gdzie kolejne elementy zbioru powtarzaja sie odpowiednio kq, ko, ..., k, razy, a
k=ki+ko+...+kn.

Twierdzenie 4: Liczba permutacji z powtérzeniami

ZAtOZENIE:
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2.3. Permutacje

Rozwazmy n- elementowy zbiér z powtérzeniami odpowiednio ki, ko, . .., ky, krotnymi kolejnych
elementéw (gdzie k = k1 + ko + ... + ky).

TEZA:

Liczba mozliwych k-wyrazowych permutacji z powtdrzeniami elementéw zbioru wynosi

k!

ki,k2,....k,
PR in

k
k!l kol kp!

Istotne jest, ze w permutacjach liczy sie kolejno$¢, a ponadto nalezy zwréci¢ uwage, czy mamy do czynienia

z permutacjami z powtdérzeniami, czy bez. Zadania mozna rozwigzywaé uzywajac gotowych wzoréw, lub
wykorzysta¢ regute mnozenia.

DYy
.(// PRZYKLAD

Przyktad 4: Na ile sposobéw mozna ufozy¢ tomy encyklopedii na
potce?

4‘—{23‘1

https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/handbook/2369/module/2374/reader#openaghmod:
2374 :openaghhfivep:1
Permutacje
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2.4. Kombinacje

O ZADANIE

Zadanie 6:

Tres$¢ zadania:

W biegu finatowym uczestniczy o$miu sprinteréw. Na ile sposobéw moga oni zaja¢ kolejne miejsca,
jesli wszyscy ukoncza bieg i nie bedzie remiséw?

Rozwigzanie:

Jest to permutacja 8-elementowa, stad mamy 8! =1-2-3-4-5-6-7-8 = 40320 mozliwosci ukonczenia
biegu.

O ZADANIE

Zadanie 7:

Tre$é zadania:

lle wyrazéw, majacych sens lub nie, mozna utworzy¢ przestawiajac stowa w wyrazie MATEMATYKA?

Rozwiazanie:

Rozwazmy zbiér liter uzytych w stowie MATEMATYKA, czyli {M, A, T, E,Y, K} oraz ich krotnosci:
M -2 A-3T-2F—1Y — 1,K — 1. Zauwazmy, ze tworzymy permutacje 10 elementowa z
powtérzeniami, z zadanymi wcze$niej krotnosciami dla liter. Korzystajac ze wzoru otrzymujemy #0,'2,
mozliwych stéw. [1]

2.4. Kombinacje

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Po szczegétowym oméwieniu permutacji i wariacji, gdzie kolejnos¢ wyboru elementéw odgrywata kluczowa
role, nadszedt czas na zagadnienie kombinacji. W wielu problemach zliczania, istotne jest jedynie, jakie
elementy zostaty wybrane, a nie w jakiej kolejnosci sie pojawity. Na przyktad, gdy wybieramy trzy osoby z
grupy do zespotu, nie ma znaczenia, czy Janek zostat wybrany pierwszy, czy ostatni; liczy sie jedynie to,
ze Janek, obok pozostatych dwéch oséb, znalazt sie w sktadzie. Kombinacje pozwalaja nam odpowiedzie¢
na pytanie, ile jest sposobéw na wybranie podzbioru elementéw z wiekszego zbioru, bez uwzgledniania ich
wewnetrznego uporzadkowania.
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2.4. Kombinacje

Definicja 7: Kombinacja bez powtdrzen
Niech dany bedzie n-elementowy zbiér elementéw. Kombinacja k-elementowa bez powtérzen

nazywamy kazdy podzbidr tego zbioru , wybrany w dowolnej kolejnosci bez zwracania. Zaktadamy, ze
n,k € Ny ik <n.

Twierdzenie 5: Liczba kombinacji bez powtoérzen
ZAtOZENIE:

Niech dany bedzie n-elementowy zbiér elementéw i k € N1 i k < n.

TEZA:

Liczba mozliwych k-wyrazowych kombinacji bez powtérzen elementéw zbioru n-elementowego wynosi

DOWOD:

Zauwazmy, ze mamy tutaj do podjecia k decyzji (s3 to kolejne elementy ciagu jaki tworzymy).
Pierwsza decyzje mozemy podjaé na n sposobéw, druga nan — 1, poniewaz nie mozemy powtérzyé
elementéw w ciggu, trzecia nan — 2ik-tanan — (k — 1). Z reguty mnozenia otrzymujemy liczbe

wszystkich wariacji bez powtérzen n-(n —1)...(n— (k—1)) = (nﬁ!k)!

N
.(// PRZYKtAD

Przyktfad 5: Losowanie z talii kart
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2.4. Kombinacje
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https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/handbook/2369/module/2375/reader#openaghmod:
2375:0penaghhfivep:1
Losowanie z talii kart

0 ZADANIE

Zadanie 8:

Tres¢ zadania:

Z talii 52 kart losujemy jednoczesnie 4 karty. Na ile sposobéw mozemy to zrobi¢? [1]

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze nie liczy sie tutaj kolejnos¢ wylosowania kart. Wybér 4 kart sposréd 52 mozna
obliczy¢ za pomoca kombinacji, poniewai kolejno$¢ wyboru nie ma znaczenia. Kombinacje obliczamy
za pomoca wzoru CF = (}) = m7 gdzie n to liczba wszystkich kart, czyli n = 52, a k

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA

to liczba kart wylosowanych, stad & = 4. Podstawiamy te wartosci do zbioru i otrzymujemy:
52y _ _ 521 _ 521 _ 481.49.50-51.52 _ 49-50-51.52 _
(y) = (Bz—ayal — a8l — 48141 = 24 = 270725
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2.4. Kombinacje
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Rozdziat 3

Zdarzenia losowe i
prawdopodobienstwo

3.1. Doswiadczenie losowe i dziatania na zdarzeniach

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Aby przejs¢ do dalszej czesci podrecznika potrzebujemy podstawowych definicji.

Definicja 8: Przestrzen zdarzen elementarnych

Przestrzen zdarzen elementarnych jest to zbiér wszystkich mozliwych wynikéw danego eksperymentu
losowego, oznaczany czesto przez §).

N
.(// PRZYKtAD

Przyktad 6:

Gdy chcemy wypisa¢ przestrzen zdarzen elementarnych zadajmy sobie pytanie jakie zdarzenia mogty
zaj$¢ w naszym doswiadczeniu. Na przyktad, gdy rzucamy raz symetryczna szescienna kostka do

gry. Wyniki, ktére okreslaja liczbe oczek jakie uzyskalismy w takim pojedynczym rzucie moga by¢
nastepujace: 1,2,3,4,5 lub 6. Dlatego przestrzenia zdarzen elementarnych w tym zadaniu bedzie zbiér
Q={1,2,3,4,5,6}.

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 7:
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3.1. Doswiadczenie losowe i dziatania na zdarzeniach

Rozwazmy doswiadczenie, ktére polega na trzykrotnym rzucie moneta. Podczas jednego
rzutu mozemy otrzymac¢ orta (co bedziemy oznaczac literg o) lub reszke (oznaczamy przez r).
Uzywajac tych oznaczeh mozemy opisac przestrzen zdarzen elementarnych w tym doswiadczeniu:

Q ={(o,0,0),(0,r,1),(r,0,7), (r,7,0), (0,0,7), (0,7,0), (T,0,0), (1,7, 7) }.

Definicja 9: Zdarzenie losowe

Dowolny podzbiér przestrzeni zdarzen elementarnych nazywamy zdarzeniem losowym.

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 8:

Wréémy do doswiadczenia, w ktérym rzucamy raz symetryczng szescienng kostka do gry. Zdarzeniem
losowym bedzie na przyktad wyrzucenie nieparzystej liczby oczek A = {1, 3,5}, a takze wyrzucenie
liczby oczek, ktéra jest liczba pierwsza B = {2, 3,5}.

N
.(// PRZYKtAD

Przyktad 9:

W doswiadczeniu, ktére polegato na trzykrotnym rzucie moneta, zdarzeniem losowym bedzie na
przyktad wyrzucenie doktadnie dwéch ortéw A = {(0,0,7), (0,7,0), (r,0,0)} czy wyrzucenie co

najmniej jednej reszki B = {(o,,7), (r,0,7), (r,1,0), (0,0,7), (0,7,0), (1,0,0), (1,7, 7) }.

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 10: Zdarzenie niemozliwe

Zdarzenie niemozliwe to zdarzenie, ktére nigdy nie zachodzi, np. wyrzucenie liczby 7 w rzucie
szescienng kostka. Prawdopodobienstwo zajscia takiego zdarzenia jest réwne 0.

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 11: Zdarzenie pewne
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3.1. Doswiadczenie losowe i dziatania na zdarzeniach

Zdarzenie pewne to zdarzenie, ktére zawsze zachodzi, np. wyrzucenie liczby mniejszej niz 8 w rzucie

szescienng kostka. Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia pewnego jest réwne 1.

N
4// PRZYKtAD

Przyktad 12: Zdarzenie przeciwne

Zdarzenie przeciwne do zdarzenia A jest to zdarzenie, ktére zachodzi wtedy, gdy nie zachodzi
zdarzenie A , oznaczane jako A’. Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia polegajacego na wyrzuceniu
nieparzystej liczby oczek w jednokrotnym rzucie symetryczng szeScienng kostka do gry, bedzie

wyrzucenie parzystej liczby oczek.

Definicja 10: Prawdopodobienstwo zdarzenia

Funkcja przypisujaca kazdemu zdarzeniu losowemu liczbe z przedziatu [0, 1], oznaczajaca stopien
pewnosci jego wystapienia. W przypadku zdarzen elementarnych réwnie prawdopodobnych,

prawdopodobienstwo zdarzenia A mozemy obliczy¢ nastepujaco:

liczba zdarzen sprzyjajacych

P(A) =
(4) liczba wszystkich zdarzen elementarnych

Dziatania na zdarzeniach pozwalaja opisywac ztozone sytuacje losowe, dlatego wprowadza sie nastepujace
dziatania:

Definicja 11: Suma zdarzen
Niech dane beda dwa zdarzenia losowe A, B C €. Sumga zdarzei A i B nazywamy zdarzenie

polegajace na zajsciu przynajmniej jednego z dwoéch zdarzen A lub B i oznaczamy A U B.

Prawdopodobienstwo sumy zdarzen wyraza wzor:

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Definicja 12: lloczyn zdarzen

Niech dane beda dwa zdarzenia losowe A, B C ). lloczynem zdarzei A i B nazywamy zdarzenie
polegajace na jednoczesnym zajsciu obu zdarzeh A i B i oznaczamy AN B.
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3.2. Prawdopodobienstwo klasyczne

Definicja 13: Réznica zdarzen

Niech dane beda dwa zdarzenia losowe A, B C Q. Réznica zdarzen A\ B nazywamy zdarzenie, ktére
zachodzi, gdy zajdzie zdarzenie A, ale nie zajdzie B.

3.2. Prawdopodobienstwo klasyczne

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Prawdopodobienstwo klasyczne to jedna z najstarszych definicji prawdopodobienstwal?] [4], opracowana
przez Pierre’a-Simona Laplace’a. Opiera sie na zatozeniu, ze wszystkie zdarzenia elementarne w danym
doswiadczeniu losowym s3 jednakowo prawdopodobne.

Definicja 14: Prawdopodobienstwo klasyczne

Jesli przestrzen zdarzen elementarnych € jest skoficzona, niepusta i wszystkie zdarzenia elementarne
s3 jednakowo prawdopodobne, natomiast A jest dowolnym zdarzeniem w tej przestrzeni, to

prawdopodobienstwem zdarzenia A nazywamy liczbe

_ Al

P(4) = 51

gdzie |A| to moc zbioru A, tzn. liczba zdarzen elementarnych tej przestrzeni sprzyjajacych zdarzeniu

A, a |Q] to moc zbioru Q, czyli liczba wszystkich zdarzen elementarnych przestrzeni .

O ZADANIE

Zadanie 9:

Aby prawidtowo rozwiazaé zadanie z prawdopodobienstwa klasycznego nalezy zatem obliczy¢ liczbe
wszystkich zdarzen elementarnych oraz liczbe zdarzen sprzyjajacych, jak pokazuje nastepujacy

przyktad.

Tres$¢ zadania:

Oblicz prawdopodobiefistwo otrzymania trzech liczb podzielnych przez 3 w trzykrotnym rzucie
szescienng kostka do gry.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze zaktadamy, ze kostka jest symetryczna, to znaczy, ze szansa otrzymania kazdego

wyniku jest réwna %. Policzmy najpierw moc zbioru €. Korzystajac z reguty mnozenia otrzymujemy

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA
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3.2. Prawdopodobienstwo klasyczne

|2 =6-6-6 = 216, poniewaz w kazdym rzucie moglismy otrzyma¢ jedna z 6 liczb. Zdarzenie A polega
na tym, ze trzy razy wyrzuciliémy liczbe podzielna przez 3, czyli za kazdym razem byta to 3 lub 6
(dwie mozliwosci na kazdym rzucie), stad: |A| = 2% = 8. Korzystajac ze wzoru na prawdopodobiefistwo

klasyczne otrzymujemy: P(A) = 53 = 5-.

O ZADANIE

Zadanie 10:

Tres$¢ zadania:

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie symetryczna szescienna kostka do gry. Oblicz

prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek mniejszej od 4.

Rozwiazanie:

Tak, jak poprzednio zaktadamy, ze kostka jest symetryczna, to znaczy, ze szansa otrzymania kazdego
wyniku jest réwna %. Korzystajac z reguty mnozenia otrzymujemy |Q)| = 6 - 636, poniewaz w kazdym
rzucie moglismy otrzymac jedna z 6 liczb. Wypiszmy wszystkie zdarzenia sprzyjajace zdarzeniu
A=1{(1,1),(1,2),(2,1)}. Zauwazmy, ze |A| = 3 i korzystajac ze wzoru na prawdopodobienstwo

klasyczne otrzymujemy: P(A) = 2 = .

N
{// PRZYKtLAD

Przykfad 13: Wygrana w duzym lotku

!
PN Fran (5). o

3-6' 7
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3.3. Doswiadczenie losowe wieloetapowe

https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/handbook/2369/module/2378/reader#openaghmod:
2378:openaghhfivep:1

Prawdopodobienstwo klasyczne - przyktad z duzym lotkiem

N
.(// PRZYKtAD

Przyktad 14: Prawdopodobienstwo

ZMIENNE LOSOHE XY SR NIEZALEZNE. 2NALED(

P(X<3), P(Y21), P(X<Z,YD1)

https://vimeo.com/1097815116/01066062ad
Prawdopodobienstwo

3.3. Doswiadczenie losowe wieloetapowe

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

W rachunku prawdopodobienstwa czesto mamy do czynienia z sytuacjami, w ktérych wynik koncowy zalezy
od ciagu niezaleznych lub wzajemnie powigzanych zdarzen. Takie sekwencje nazywamy doswiadczeniami

wieloetapowymi. Analiza tych doswiadczen wymaga zrozumienia, jak prawdopodobienstwa poszczegélnych
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3.3. Doswiadczenie losowe wieloetapowe

etapéw tacza sie, by wptynaé na prawdopodobienstwo ostatecznego rezultatu. Na przyktad proces
produkcyjny sktadajacy sie z kilku faz, kazda z wtasnym ryzykiem defektu, albo seria rzutéw moneta, gdzie

interesuje nas liczba ortéw, to typowe przyktady doswiadczen wieloetapowych [5].

Definicja 15: Doswiadczenie wieloetapowe

Doswiadczenie wieloetapowe to proces, w ktérym przebieg zdarzenia sktada sie z kilku kolejnych
etapow, a wynik kazdego etapu moze zaleze¢ od wczesniejszych etapéw i wptywa na dalszy rozwdj
sytuacji. Kazdy etap do$wiadczenia charakteryzuje sie okreslonymi prawdopodobienstwami przejscia
do réznych stanéw. Tego rodzaju procesy sa czesto modelowane za pomoca drzewa stochastycznego,
ktére graficznie przedstawia wszystkie mozliwe sciezki rozwoju sytuacji oraz ich prawdopodobienstwa.

Definicja 16: Drzewo stochastyczne

Drzewem stochastycznym nazywamy graf ilustrujacy przebieg wieloetapowego doswiadczenia
losowego. Wierzchotkom drzewa stochastycznego przyporzadkowane sa wyniki poszczegélnych etapéw
doswiadczenia, na krawedziach zaznaczane jest prawdopodobienstwo uzyskania tych wynikéw. Suma
prawdopodobienstw przyporzadkowanych krawedziom wychodzacym z tego samego wierzchotka jest
réwna 1. Prawdopodobienstwo zdarzenia reprezentowanego przez jedng gataz drzewa jest réwne

iloczynowi prawdopodobienstw przyporzadkowanych krawedziom, z ktérych sktada sie rozwazana gataz.

Q ZADANIE

Zadanie 11:

Tres¢ zadania:

Mamy dwie urny: w jednej z nich s3 4 kule biate i 2 czarne, a w drugiej urnie jest 1 biata i 5 czarnych.
Z urny przypadkowo wybranej wyciaggamy losowo kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia
polegajacego na wyciagnieciu kuli biatej, jezeli prawdopodobiefistwo wyboru kazdej z urn jest réwne
0,5.

Rozwiazanie:

Doswiadczenie skfada sie z dwoch etapéw. W pierwszym etapie losujemy urne | lub Il. Nastepnie

jesli wylosowalismy urne | to mozemy wylosowa¢ z niej kule biata, oznaczmy to jako B (z
prawdopodobienstwem %) lub czarna, co oznaczymy jako C (z prawdopodobiefistwem %) Analogicznie,
jesli wypadta urna Il, to mozemy z niej wylosowa¢ kule biata (z prawdopodobienstwem %) lub czarna
(z prawdopodobienstwem %) Zobrazujemy to na drzewie. Interesuje nas Sciezka prowadzaca do

5

wylosowania kuli biatej. Stad mamy P(B) =1 -3+ 3 -+ = 3.
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3.4. Prawdopodobienstwo warunkowe, zupetne i niezaleznos¢ zdarzen

S|
|

|
o| ot

Rysunek 1: Drzewo stochastyczne dotyczace doswiadczenia losowego z zadania 1. Opracowanie wtasne

3.4. Prawdopodobienstwo warunkowe, zupetne i niezaleznos¢

zdarzen

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Definicja 17: Niezalezno$¢ dwoch zdarzen

Mowimy, ze zdarzenia A, B C ) s3 niezalezne, jezeli P(AN B) = P(A)P(B).

Definicja 18: Niezalezno$¢ zespotowa n zdarzen

Méwimy, ze zdarzenia A1, As, ..., A, C () s3 zespotowo niezalezne, jezeli prawdopodobienstwo
facznego zajscia dowolnych m, m < n, réznych zdarzen sposréd nich jest réwne iloczynowi
prawdopodobienistw tych zdarzen: P(A;; N A, N...NA;, ) = P(A;,)P(A;,) ... P(4;,) dla
kazdego m < n i kazdego m-wyrazowego rosngcego ciagu i1, ia, - - . , i,, liczb naturalnych, takich, ze

1§i1,i2,...,im§n.

Definicja 19: Niezalezno$¢ parami n zdarzen

Méwimy, ze zdarzenia Ay, As,..., A, C ) s3 parami niezalezne, jezeli kazde dwa rézne zdarzenia
sposréd nich sa niezalezne, czyli P(A; N A;j) = P(4;)P(A;),dlai#j,4,j=1,2,...,n.

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 15: Réznica miedzy niezaleznoscig dwéch zdarzen a
niezalezno$cig zespofowa
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3.4. Prawdopodobienstwo warunkowe, zupetne i niezaleznos¢ zdarzen

DEFS. NIEZALEZNOSC DHOK 2pamzey,

P(Pd) =P(a)P(®)

DEF2. NIEZALEZNOAC 2ESP0LobA . feoavien
Ay A
§R

B

Y R PIN

?(A."n A(ln.. /\A‘-h b

Perd. NIEZALEZMLC Sapap:

. )
A‘\ Az As\, = 'ZD&QZ?;Q \/

https://vimeo.com/1027621416/c540a4836f

Niezalezno$¢ zdarzen

Twierdzenie 6: Twierdzenie o prawdopodobienstwie zupetnym

ZALOZENIE:

Niech B C 2 bedzie dowolnym zdarzeniem, niech A;,..., A, C 2 beda zdarzeniami wykluczajacymi
sie parami, tzn. dla kazdego i # j zachodzi A; N A; = 0. Ponadto A; U...UA, =Q,dlai=1,...,n
prawdopodobieristwo P(A;) > 0.

TEZA:

Prawdopodobienstwo zdarzenia B wyraza sie réwnoscia:

P(B) = P(A;)P(B|A1) + ...+ P(A,)P(B|A,). (3.1)

Twierdzenie 7: Twierdzenie Bayesa
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3.4. Prawdopodobienstwo warunkowe, zupetne i niezaleznos¢ zdarzen

ZAtOZENIE:

Niech B C Q) bedzie dowolnym zdarzeniem, takim, ze P(B) > 0, niech Ay,..., A, C Q) beda
zdarzeniami wykluczajacymi sie parami, tzn. dla kazdego i # j zachodzi A; N A; = (). Ponadto
Ai1U...UA, =Q,dlai=1,...,n prawdopodobieristwo P(A4;) > 0.

TEZA:

Prawdopodobienstwa warunkowe P(A|B) zdarzen Ay przy warunku B wyrazaja sie réwnosciami:

P(Ax)P(B|Ax)

PAIB) = S~ 54 P(B A7)

dlak=1,...,n. (3.2)

N
{// PRZYKtLAD

Przyktad 16: Zadanie z prawdopodobienstwem zupetnym

PRANDOPODODIENSTHO  ZU PEENE

PX)-P(B,) FAIB) DB FAR)+ R BIPAIR)
20170 o ZAWEE) Q0L P D(2 )00 )- 5 |9 )

NRZUCONO KULE DIALS, FO C2TM
2 VRN WMCKGNIETO  LOSOHO JEDNR P(A |g°>
KULE . ZNALE2C  TRAWDCRODOM ENSING

1e60, 2E N‘(C\GﬁN\E;\’Px KULA OKAZE

5E BIALA.
_ ARaRDOPODIBIERGTHO  RicIBGMECR
Kutt BlAtE}
- () ku BIALYGH NA Yoc28U

B, 0k :

https://vimeo.com/1029557190/e9d0af04ad
Prawdopodobienstwo zupetne

5
.(// PRZYKtAD
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3.5. Schemat Bernoulliego

Przyktad 17: Zastosowanie twierdzenia Bayesa

WZOR  BAYESA

PERYTAID)
PBIA) TRy T

N nlw
PR)-TENTA BN DY PAR)- RERAEY P(KIW)"% %
pdh. DO SZPTALA ZGHAS2A SE  SREDNO W PKIW)- '\D(K(«z(w\K)

o] CHRNCH NA CHORGBE K 30% NA 7'
Zﬁo/{oeg L 207 N CHORORE, M. PWPRFRNIR+ PRI+
|

??P\NM?ODO@ENS‘TNO PELNEGO HYLECZB‘%‘P( +?(E~> (EG(NIM*): N
> cioro®y K J&T?&Né%,m CHORRD = S8 % v T
| iM PRRIDORDBIENSHA TE 3 ROUNE

0.8 ¢ 0. WLEGOM RCENT HRISUSE SIE

76 S2PITAA. Z2NLEL RAKDRDSBIENSTIO B0,

Z Clerdpt w corase K.

https://vimeo.com/1029564754/58c4ca487b
Wzor Bayesa

3.5. Schemat Bernoulliego

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Wiele zjawisk losowych, z ktérymi spotykamy sie na co dzieh, mozna opisa¢ jako sekwencje powtdrzen
tego samego, prostego eksperymentu. Jesli kazdy z tych eksperymentéw ma tylko dwa mozliwe wyniki

— zazwyczaj okreslane jako "sukces” lub "porazka” — a prawdopodobienstwo sukcesu pozostaje state

w kazdym powtérzeniu, méwimy wéwczas o schemacie Bernoulliego. Jest to konstrukcja w rachunku
prawdopodobienstwa, pozwalajaca na modelowanie serii niezaleznych préb, takich jak rzuty moneta,
kontrola jakosci produktéw na linii produkcyjnej czy okreslanie liczby oséb spetniajacych dany warunek w
losowej prébie [2].

Twierdzenie 8: Wzér Bernoulliego

ZALOZENIE:
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3.5. Schemat Bernoulliego

Rozwazamy doswiadczenie losowe polegajace na n niezaleznych doswiadczeniach. Prawdopodobienstwo
zajscia pojedynczego zdarzenia jest réwne p € [0, 1].

TEZA:

Prawdopodobienstwo, ze w n niezaleznych do$wiadczeniach, zdarzenie zejdzie dokfadnie k razy

")ptqnt (3.3)
(1)

(k < n) jest réwne

gdzie g =1 —p.

AR DERNOULLIEGO

U5THO. ZE W M NIEZAVE2NN(H DANAD2ENAM
|

PRANDOIDOBIE < RN ¢

W KTORNH READCIADITDIENSTWO ZKBOW 2DRRZENA F
(O Lp<h), 2 ooy

: NE n n- = /- -
<SEST RONW <k>? (i CL P

7 2>
Yo 4P

= INIE
WR2ENIE  ZATDZIE DOKLDNE k. RA2Y (D 2
KOLE)

10 srartoH
A2y TRAFIL

https://vimeo.com/1029565298/2d3487a826
Wzér Bernoulliego
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Rozdziat 4

Jednowymiarowe zmienne losowe

4.1. Zmienna losowa i jej dystrybuanta

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

W rachunku prawdopodobienstwa i statystyce matematycznej bardzo waznym pojeciem jest zmienna
losowa. Pozwala ona na matematyczne modelowanie zjawisk, w ktérych wynik nie jest z géry znany,
a jedynie mozna okresli¢ prawdopodobienstwo jego wystgpienia. Zmienna losowa przypisuje wynikom
eksperymentu losowego wartosci liczbowe, co umozliwia ich analize statystyczna. Scisle zwiazana

ze zmienng losowa jest jej dystrybuanta, ktéra dostarcza kompleksowej informacji o rozktadzie
prawdopodobieristwa tej zmienne;.

Zmienna losowa to funkcja mierzalna [4], ktéra kazdemu zdarzeniu elementarnemu z przestrzeni zdarzen
elementarnych € przyporzadkowuje pewna liczbe rzeczywista. Aby przedstawi¢ definicje zmiennej losowej,
zacznijmy od definicji o-ciafa.

Definicja 20: o-ciato

o-ciatem (lub o-algebra) F na przestrzeni Q2 nazywamy rodzine podzbioréw (2, ktéra spetnia

nastepujace warunki:

1. Cata przestrzen zdarzen elementarnych 2 nalezy do F:

QeF

2. Jesli zdarzenie A nalezy do F, to jego dopetnienie A° (zdarzenie, ze A nie zajdzie) réwniez

nalezy do F:
JesliAe F,to A F

3. Jesli mamy przeliczalng sekwencje zdarzen Aq, Ag, As, ... nalezacych do F, to ich suma

(zdarzenie, ze zajdzie przynajmniej jedno z nich) réwniez nalezy do F:

oo
Jesli Ay, Ay, Ag,--- € F to | JAi e F

i=1
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4.1. Zmienna losowa i jej dystrybuanta

Definicja 21:

Niech (92, F, P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, gdzie ) to przestrzen zdarzen elementarnych, F
to o-ciato zdarzen, a P to miara probabilistyczna. Zmienng losowa X nazywamy funkcje X : Q2 — R
taka, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x € R, zbiér {w € Q : X(w) < x} nalezy do F.

Intuicyjnie oznacza to, ze mozemy obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze zmienna losowa przyjmie warto$¢
mniejsza lub réwna x. Przyktady, definicje i interpretacje tego zagadnienia mozna znalez¢é w rozdziale

Definicja jednowymiarowej zmiennej losowe;.
Zmienne losowe mozna podzieli¢ na dwa gtéwne typy [6]: dyskretne i ciagte.

Zmienna losowa dyskretna to taka, ktéra moze przyjmowaé jedynie skoinczona lub przeliczalna liczbe
wartosci. Wartosci te s3 zazwyczaj liczbami catkowitymi. Dla zmiennej losowej dyskretnej mozemy okresli¢
funkcje prawdopodobienstwa (masy prawdopodobienstwa), ktéra dla kazdej mozliwej wartosci x; zmiennej
losowej X podaje prawdopodobienstwo P(X = ;). Suma wszystkich prawdopodobienstw musi by¢ réwna
1.

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 18: Rzut kostka

Rzut kostka do gry. Niech X bedzie zmienna losowa reprezentujaca wynik rzutu szescienna kostka.
Mozliwe wartosci X to {1,2,3,4,5,6}. Dla kazdej z tych wartosci prawdopodobienstwo wynosi 1/6.

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 19: Funkcje zmiennej losowej skokowe}j

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA

32


https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/handbook/1567/module/1569/reader#openaghmod:1569
https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/handbook/1567/module/1783/reader#openaghmod:1783

4.1. Zmienna losowa i jej dystrybuanta

FUNKC ZN\ENME) LOShE DISKRETNEY
IMIENNA  LOSOHfx X MA NAsTE,?\)J ACY  ROKHAD PRANDOPABIENST WA
-~

ZNALE2C ROZKHD  ZHIENNE]  LOSOWE]

https://vimeo.com/1027592929/2ddc4692c2
Funkcja zmiennej losowej dyskretnej

Zmienna losowa ciggta [2] to taka, ktéra moze przyjmowac dowolna wartos¢ z pewnego przedziatu

liczb rzeczywistych. W przeciwienistwie do zmiennych dyskretnych, dla zmiennej losowej ciggtej
prawdopodobieristwo przyjecia konkretnej wartosci jest réwne zero, tj. P(X = x) = 0. Zamiast tego,
dla zmiennych ciagtych definiujemy funkcje gestosci prawdopodobienstwa, fx(x), ktéra spetnia warunki
fx(z) > 0 dla wszystkich x oraz jfooo fx(x)dz = 1. Prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa przyjmie
warto$¢ z danego przedziatu [a, b], oblicza sie poprzez catkowanie funkcji gestosci w tym przedziale:

Pla< X <b) = [’ fx(z)dz.

NS
{// PRZYKtAD

Przykfad 20: Oczekiwanie na autobus

Czas oczekiwania na autobus. Niech Y bedzie zmienna losowa reprezentujaca czas oczekiwania na
autobus (w minutach). Y moze przyjmowaé¢ dowolna wartos¢ nieujemna. Jesli zaktadamy, ze czas
oczekiwania jest roztozony wykfadniczo, to jego funkcja gestosci bedzie postaci fy (y) = Xe ™ dla

y > 0, gdzie A > 0 jest parametrem.

Dystrybuanta zmiennej losowej X, oznaczana jako Fx(x), jest zdefiniowana dla kazdej liczby rzeczywistej

jako prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa X przyjmie warto$¢ mniejsza lub réwna z:
Fx(z)=P(X <z (4.1)
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4.1. Zmienna losowa i jej dystrybuanta

Mozna przyja¢ w definicji dystrybuanty nieréwnos¢ ostra Fx (x) = P(X < x) Dystrybuanta dla zmiennej
losowe] dyskretnej ma charakter schodkowy. Jej wartos¢ zmienia sie skokowo tylko w punktach, w ktérych
zmienna losowa moze przyjmowaé wartosci, a w pozostatych przedziatach jest stata. Skok w punkcie z; jest
rowny P(X = xz;).

N
{// PRZYKtLAD

Przyktfad 21: Rzut kostka - cigg dalszy

Dystrybuanta dla zmiennej losowej X (wynik rzutu kostka) wyglada nastepujaco: Fx(x) =
0 dlaz <1

1/6 dlal<z<?2
2/6 dla2<z<3
3/6 dla3<az<4
4/6 dlad4<zxz <5
5/6 dlas<z<6
1 dlaz>6

Dystrybuanta dla zmiennej losowej ciagtej jest funkcja ciagta. Mozna ja otrzymaé poprzez catkowanie
funkcji gestosci prawdopodobienstwa:

Fx(x) = /f fx(t)dt (4.2)

Z kolei funkcje gestosci prawdopodobienstwa mozna odzyska¢ z dystrybuanty poprzez rézniczkowanie (tam,
gdzie dystrybuanta jest r6zniczkowalna) (Zmienna losowa i jej dystrybuanta):

fx(@) = - Fx(@) (43)

N
{// PRZYKtLAD

Przyktad 22: Oczekiwanie na autobus - cigg dalszy

Jesli fy(y) = Ae ™ dlay > 0, to dystrybuanta Fy (y) dlay > 0 wynosi: Fy (y) = [J Ae ™ Mdt =
[—e MY = —e= — (—e®) =1 — e Dla y < 0, Fy(y) = 0.

N
{// PRZYKtLAD

Przyktad 23: Dystrybuanta i gesto$¢ zmiennej losowej ciagtej
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4.2. Wartoé¢ oczekiwana

Z6D. DOBRAC  SHEE A B By FUNKCIA - OKRESLONA

wzoRen  F(x)=A Barcgx  dla —oe<x<roe Byea

:D\/5TR‘1?>\)RNT&,%£‘I\\‘ENNEJ .LOSOHEJ X. WM2NAC2Y( Gesot(
ZNENNEY #OSouEY X i OBLICaYe PO <x<L)
>-3

https://vimeo.com/1027598775/7fc454bb0d
Dystrybuanta

4.2. Wartos$¢ oczekiwana

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej jest parametrem opisujacym rozktad prawdopodobienstwa. Jest to
miara potozenia rozktadu, intuicyjnie reprezentujaca "przecietna” wartos¢, jaka zmienna losowa przyjmuje
przy wielokrotnym powtarzaniu eksperymentu. Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X jest oznaczana jako
E[X] lub p [4].

Dla zmiennej losowej dyskretnej X, ktéra przyjmuje wartosci x1,Zo,...,Zy,... z prawdopodobiefstwami
odpowiednio P(X = 1), P(X = x2),...,P(X = z,),..., wartos¢ oczekiwana definiujemy jako sume
iloczynéw kazdej mozliwej wartosci przez jej prawdopodobienstwo (1).

Sumowanie odbywa sie po wszystkich mozliwych wartosciach, jakie zmienna losowa X moze przyjac.

N
{// PRZYKtLAD

Przyktad 24:

Wartos¢ oczekiwana rzutu szescienna kostka Wartos¢ oczekiwang wyniku rzutu szescienng kostka (X)

: . g1 1 1 1 1 1 _ 14243444546 _ 21 _
liczymy nastepujaco: E[X] =1-5+2-5+3-5g+4-5+5-5+6- 5= T2 = 2 =35
Oznacza to, ze jesli rzucamy kostka bardzo wiele razy, sredni wynik bedzie zblizat sie do 3.5.

Dla zmiennej losowej ciagtej X z funkcja gestosci prawdopodobienstwa fx (), wartos¢ oczekiwana
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4.2. Wartoé¢ oczekiwana

definiujemy jako catke z iloczynu wartosci zmiennej losowej i jej funkcji gestosci, po catym zakresie
wartosci, jakie zmienna moze przyjac (2).

N
.(// PRZYKtAD

Przyktad 25: Warto$¢ oczekiwana czasu oczekiwania na autobus

Wartos¢ oczekiwana czasu oczekiwania na autobus (Y) z rozktadem wyktadniczym o

funkji gestosci fy (y) = AeMdlay > 0:E[Y] = [Ty - Xe *dy Catkujac przez
czesci (fudv = wv — [ovdu, gdzieu = y,dv = X Ndy,du = dy,v = —e M)
B[Y] = [—ye ]2 — [2(—e)dy = (0 0) + [ e Ndy E[Y] = [~+e=]% = (0— (=1)) = 1
Jesli np. srednio autobus przyjezdza co 10 minut (A = 1/10), to $redni czas oczekiwania wynosi
1/A =10 minut.

DY
{// PRZYKtLAD

Przyktad 26:

https://vimeo.com/1029557566/598£8c5419
Wartos¢ oczekiwana cz 1.
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4.3. Momenty

>y
4// PRZYKtAD

Przyktad 27:

RUCAMY m KOSTEK D0 GR{. ZNALEZC WARAC  OCEKINANg,
SUNt  OCQEK \ KTORE  WYTADNA, NA WS2YSTKICH  KOSHKACH.

>< ></\+Xl : )
EY-E (XKt *x,\\ Eﬂ.&% +Ean"\":)(

&/

https://vimeo.com/1029563052/4ee9a55640
Wartosé¢ oczekiwana cz 2.

4.3. Momenty

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

W statystyce, momenty to ogélne miary, ktére opisuja ksztatt i charakterystyke rozktadu
prawdopodobieristwa zmiennej losowej. Sa to uogdlnienia wartosci oczekiwanej i dostarczaja informacji o
réznych aspektach rozktadu, takich jak jego potozenie, rozproszenie, asymetria i sptaszczenie.

Istnieja dwa gtéwne rodzaje momentdw:

Momenty zwykte to wartosci oczekiwane poteg zmiennej losowej. Moment zwykty rzedu k zmiennej losowe;]
X jest zdefiniowany jako E[X*].

Pierwszy moment zwykty (k = 1) to po prostu warto$é oczekiwana ($rednia) zmiennej losowej: E[X!] =
E[X].

Momenty centralne to wartosci oczekiwane poteg odchylen zmiennej losowej od jej wartosci oczekiwane;j
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4.3. Momenty

($redniej). Moment centralny rzedu k zmiennej losowej X jest zdefiniowany jako E[(X — E[X])*].
e Pierwszy moment centralny (k = 1) zawsze wynosi zero: E[X — E[X]] = F[X] — E[X] = 0.

e Drugi moment centralny (k = 2) to wariancja zmiennej losowej: E[(X — E[X])?] = Var(X) = D?X.
Wariancja mierzy rozproszenie danych wokét sredniej [6].

e Trzeci moment centralny (k = 3) jest zwigzany ze sko$noscig (asymetrig) rozkfadu. Dodatnia
wartos$¢ oznacza rozkfad z ,dtuzszym ogonem” po prawej stronie (sko$no$¢ prawostronna), a ujemna

po lewej (skosnos¢ lewostronna).

e Czwarty moment centralny (k = 4) jest zwigzany z kurtozg (sptaszczeniem) rozktadu. Mierzy on
»szczytowos¢" rozktadu i ,,grubosé ogonéw” w poréwnaniu do rozktadu normalnego. Wysoka kurtoza
oznacza bardziej szpiczasty rozktad z ciezszymi ogonami, niska — bardziej ptaski rozktad z Izejszymi

ogonami.

N
4// PRZYKtAD

Przyktfad 28: Momenty

MOMENTY

—

ZWIKLE CENTEEEE -
peEDBS G
ﬂ{‘E[X'{EX}
EX-E[EX-0

-

e E(- B

https://vimeo.com/1027601740/b69c140alb
Momenty
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4.4. Nieréwnos¢ Czebyszewa

4.4. Nieréwnos¢ Czebyszewa

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Nieréwnos¢ Czebyszewa (lub nieréwnos¢ Czebyszewa-Bienaymé) jest fundamentalnym twierdzeniem w
teorii prawdopodobienstwa, ktére dostarcza gérnego oszacowania prawdopodobienstwa, ze zmienna losowa
oddali sie od swojej wartosci oczekiwanej o wiecej niz pewna ustalong wartos¢. Co istotne, nieréwnos¢ ta
jest uniwersalna — obowiazuje dla dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa, pod warunkiem, ze zmienna
losowa ma skofczona warto$¢ oczekiwana i skoficzona wariancje. Dzieki swojej ogdlnosci jest niezwykle
uzyteczna w sytuacjach, gdy nie znamy doktadnego rozktadu zmiennej losowej, a jedynie jej $rednig i

wariancje.

Definicja 22:

Niech X bedzie zmienna losowa o skonczonej wartosci oczekiwanej E[X]| = u i skonczonej wariancji
D?X = 02 Wéwczas dla dowolnej liczby rzeczywistej € > 0, nieréwnoé¢ Czebyszewa [6] glosi, ze:

2

ag
P(X -—pl<e)21-— (4.4)

NS
.(// PRZYKtAD

Przyktad 29:

NIEROWNGAC  C2EBNSZE WA
PX-EXI<E)2A-B% 30X o)+

2ADMIE A TRANDIRIDOBIENSSTHO 260
ZpzENK A W KAZDE] TRSBIE Je

IONE 4 korvariac 2 NIEROWNOZC|

C2EBEZENA  OE2ACORAC PRANDGPECHENSHO
TEG0,ZE LICZA X-zapcn ZDARZENH A

2ezie ZAWRIA N TREEDIALE OP 400
60,2y ZHOZENIV, ZE FRIEPROMDION 100

PROB NIEZALENY(K.
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4.4. Nieréwnos$¢ Czebyszewa

https://vimeo.com/1027609060/af03a35803
Nieréwnos¢ Czebyszewa
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Rozdziat 5

Wielowymiarowe zmienne losowe

5.1. Dwuwymiarowa zmienna losowa

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

W analizie statystycznej i rachunku prawdopodobienstwa czesto spotykamy sie z sytuacjami, w ktérych
istotne sa nie pojedyncze zmienne losowe, lecz ich zestawy. Przyktadem moze by¢ jednoczesne badanie
wzrostu i wagi, dochodu i wydatkéw czy temperatury i wilgotnosci. W takich przypadkach konieczne
jest rozszerzenie pojecia zmiennej losowej na wiecej niz jeden wymiar. Rozdziat ten wprowadza

pojecie dwuwymiarowej zmiennej losowej, ktéra opisuje zaleznos¢ miedzy dwiema zmiennymi losowymi
rozpatrywanymi réwnoczesnie. Omawiamy tu zaréwno przypadki dyskretne, jak i ciggte, wprowadzajac
pojecia takie jak funkcja prawdopodobienstwa wspélnego, funkcja gestosci, funkcje rozktadéw brzegowych,
funkcje rozktadéw warunkowych oraz kowariancja i korelacja, ktére pozwalaja zrozumieé zaleznosci miedzy

zmiennymi [7].

Definicja 23: Dwuwymiarowa zmienna losowa

Niech X i Y beda zmiennymi losowymi okreslonymi na pewnych przestrzeniach probabilistycznych, to
pare (X,Y) nazywamy dwuwymiarowa zmienna losow3.

Definicja 24: Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej
Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej nazywamy funkcje dwéch zmiennych z i y taka, ze

F(z,y)=P(X <z,Y <vy) (5.1)

dla (z,y) € R%
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5.1. Dwuwymiarowa zmienna losowa

Twierdzenie 9: Wtasnosci dystrybuanty dwuwymiarowej zmiennej
losowe;j

TEZA:

Niech F' bedzie dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej. Wtedy:

1. limy_oF(x,y) = 0 dla dowolnego z € R oraz lim;_, _ o F'(z,y) = 0 dla dowolnego y € R;

2. “mz%ooy%ooF(xay) =1

3. F jest funkcja niemalejaca i lewostronnie ciagta wzgledem kazdego argumentu z i y.

Przejdzmy do definicji dwuwymiarowej zmiennej losowej dyskretnej i ciagte;.

Definicja 25: Dwuwymiarowa zmienna losowa dyskretna

Zmienna losowa (X,Y’) nazywana jest dwuwymiarowa zmienna losowa skokowa, jesli przyjmuje
wartosci w skoriczonym lub przeliczalnie nieskoficzonym zbiorze punktéw (x;,y;) i istnieje funkcja

prawdopodobienstwa p(z,y) taka, ze:
p(xi,y;) = P(X =z, Y =y;). (5.2)

Spetnia ona warunki: p(z;,y;) > 0 dla kazdego i, j oraz >, Zj p(zi,y;) =1

Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowej dyskretnej okreslona jest wzorem

F(Jj,y):P(X<3}, Y<y): Z Zp('riayj)' (53)

z; <z Y; <Y

Definicja 26: Dwuwymiarowa zmienna losowa ciagta

Zmienna losowa (X,Y’) nazywana jest dwuwymiarowa zmienna losowa ciagta, jesli istnieje funkcja
gestosci prawdopodobienstwa f(xz,y) taka, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a < b, ¢ < d zachodzi:

b pd
P(a<X<b,c<Y<d)://f(x,y)dydx (5.4)

Funkcja f(z,y) spetnia: f(z,y) >0 dla kazdego (z,y), oraz [~ [* f(z,y)dyde =1
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5.1. Dwuwymiarowa zmienna losowa

Dystrybuanta dwuwymiarowej zmiennej losowe;j ciagtej

F(z,y)=P(X < =z, Y<y):/jC /j/ f(u,v) dvdu (5.5)

DY
{// PRZYKtLAD

Przyktad 30: Gestos¢ rozktadu dwuwymiarowego (zmienna
ciggta)

: 3 kXS\l X~ lj) dlo. 0<X(4

alo. xzj[Qf]
Yz laal

0
J{$hf
W

9

[®] 45

https://vimeo.com/1097814253/94246e0b27
Gestos¢ rozktadu dwuwymiarowego (zmienna ciagta)

DY
{// PRZYKtLAD

Przyktfad 31: Funkcje dwuwymiarowej zmiennej losowej
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5.2. Rozktad brzegowy i warunkowy
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S oy Wi S

P L > R, 5
\S)‘?ﬁ' dx> ‘:,'.);x :fc* --X¢e xfijxe'xoq‘(‘- w7l v=-éy:b 2D (SY“Z\‘)’

sy el -x{'+Se“o\x)='X ¢ -2xe"-26 1 C DzXﬁﬁQ(z)’@q
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Q—>+» 5 (,,.7 N
o _\=l ”o

https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/handbook/2369/module/2464/reader#openaghmod:
2464 :openaghhfivep:1

Funkcje dwuwymiarowej zmiennej losowej

5.2. Rozktfad brzegowy i warunkowy

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

W analizie dwuwymiarowych zmiennych losowych czesto jesteSmy zainteresowani zachowaniem jednej ze
zmiennych z pominieciem drugiej, lub tez chcemy bada¢ zachowanie jednej zmiennej pod warunkiem, ze
druga przyjeta konkretna wartos¢. W tym celu wprowadzamy dwa wazne pojecia rozktadu brzegowego i

rozktadu warunkowego.

Znajac rozktad prawdopodobienstwa wektora (X,Y’) mozemy wyznaczy¢ rozktady prawdopodobienstwa

zmiennych X, Y. Nazywamy je rozktadami brzegowymi [6].

Definicja 27: Rozktad brzegowy (marginalny)

Niech dana bedzie dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’). Rozktadem brzegowym nazywamy rozktad

e dla zmiennej losowej dyskretne;j:

Px (x;) :ZP(X:%‘, Y=vy;), Pr(y;)= ZP(X:Izw Y =y;) (5.6)
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5.2. Rozktad brzegowy i warunkowy

e dla zmiennej losowej ciagtej:

/fxydy, fr(y /fly (5.7)

Rozktad warunkowy pozwala na badanie zaleznosci miedzy zmiennymi. Okresla on prawdopodobiefistwo

jednej zmiennej pod warunkiem znajomosci wartosci drugiej [7].

Definicja 28: Rozkfad warunkowy

Niech dana bedzie dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’). Rozktadem brzegowym nazywamy rozktad
e dla zmiennej losowej dyskretne;j:

P(le‘i, Y:yj)

j
e dla zmiennej losowej ciagtej:
_ f=y)
fl@ly) = o () dla fy(y) >0 (5.9)

DN
{// PRZYKLAD

Przyktad 32: Rozktad brzegowy i warunkowy (dwuwymiarowa
zmienna dyskretna)

DNUNTMAROWA ZMIENNA Losowa (X)) Ma wasTEPv]acY
ROZKLAD PRAHDOPODODIENSTHA

ZNALEZC TROZKEADY BRZEGOKE DA
z_mep‘%cn XY

fP(X—x\% Z?(X X Yes)

xxﬂ) ?(xw )+?(>( \-3)-
?(X‘ )—OH—OS-
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5.3. Niezaleznos$¢ zmiennych losowych

https://vimeo.com/1097813890/91b87ee8f1

Rozktad brzegowy i warunkowy (dwuwymiarowa zmienna dyskretna)

5.3. Niezalezno$¢ zmiennych losowych

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Intuicyjnie, dwie zmienne losowe s3 niezalezne, jesli informacja o jednej z nich nie wptywa na wiedze o
drugiej — tzn. znajomos¢ wartosci jednej zmiennej nie zmienia rozktadu prawdopodobienstwa drugiej. W
ujeciu formalnym niezalezno$¢ wyraza sie warunkiem na wspélny rozktad zmiennych — tak, aby ich wspdl
prawdopodobieristwo (lub gestos¢) rozktadato sie na iloczyn rozktadéw brzegowych [6].

Twierdzenie 10: Niezalezno$¢ zmiennych losowych

Zmiennie losowe (X,Y") sa niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy

Fixy)(z,y) = Fx(z) - Fy (y). (5.10)

W przypadku zmiennych dyskretnych warunek ten réwnowazny jest warunkowi

pik = pi -pr dla wszystkich 4, k (5.11)

a dla zmiennych typu ciggtego — warunkowi

fxyy(@,y) = fx(x)fy(y) dla wszystkich =,y € R. (5.12)

N
{// PRZYKtLAD

Przyktad 33: Niezalezno$¢ zmiennych losowych - przypadek
zmiennej ciagtej [7]
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5.4. Parametry rozktadu wektoréw losowych
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https://vimeo.com/1097814555/65212697e4

Niezalezno$¢ zmiennych losowych

5.4. Parametry rozktadu wektoréw losowych

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

W wielu sytuacjach nie interesuje nas ogdlne zachowanie zmiennej losowej X, lecz jej zachowanie pod
warunkiem, ze inna zmienna Y przyjeta konkretng wartos¢. Takie podejscie prowadzi do pojecia warunkowej

wartosci oczekiwanej i pozwala lepiej opisa¢ zaleznos¢ miedzy zmiennymi losowymi.

Warunkowa warto$¢ oczekiwana to Srednia warto$¢ zmiennej X, obliczana przy zatozeniu, ze zmienna Y ma
ustalong warto$¢. W przypadku rozktadu dyskretnego oblicza sie ja jako sume wazong mozliwych wartosci
X, a w przypadku rozktadu ciggtego — jako wartosé oczekiwana wzgledem warunkowej gestosci f(x | y) [6]

Definicja 29: Warunkowa warto$¢ oczekiwana

Niech dana bedzie dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y"). Warunkowa wartos¢ oczekiwana zmiennej

X przy warunku Y wyraza sie wzorem:

o dla zmiennej losowej dyskretne;j:

E(X|Y =y)=> 2 - P(X =2 |Y =) (5.13)
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5.5. Dwuwymiarowy rozktad normalny

e dla zmiennej losowej ciagtej:

oo

E(X|Y:yk):/ x- flz|yg)de (5.14)

—0o0

Jesli chcemy przewidywaé zmienng Y w oparciu o warto$¢ zmiennej X, to interesuje nas tzw. funkcja
regresji zmiennej Y wzgledem X. Jest to funkcja przypisujaca kazdej wartosci = wartos$¢ srednia zmiennej
Y, przy zatozeniu, ze X = z. Innymi stowy, funkcja regresji opisuje przecietng (oczekiwana) wartos¢ Y dla

danej wartosci X.

Definicja 30: Funkcja regresiji
Funkcja regresji zmiennej losowej Y wzgledem zmiennej losowej X nazywamy funkgcje:

my(z) =EY | X =) (5.15)

Funkcja regresji opisuje zalezno$¢ wartosci oczekiwanej zmiennej Y od zmiennej X . Wykres tej funkcji

nazywany jest krzywa regresji.

Lemat 1:

Niech (X,Y") bedzie wektorem losowym. Zatézmy, ze istnieje EX. Wtedy E(E(X |Y)) = EX.

Lemat 2:

Niech (X,Y") bedzie wektorem losowym, takim, ze zmienne X i Y s3 niezalezne. Zat6zmy, ze istnieje
EX. Wtedy E(X | V) = EX.

5.5. Dwuwymiarowy rozktad normalny

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Rozktad normalny odgrywa wazna role w statystyce i teorii prawdopodobienistwa. W przypadku dwéch
zmiennych losowych jednoczesnie podlegajacych analizie, naturalnym rozszerzeniem jednowymiarowego
rozktadu normalnego jest dwuwymiarowy rozktad normalny [7]. Jest on uzywany do modelowania
zjawisk, w ktérych wystepuje wspétzaleznosé pomiedzy dwiema zmiennymi losowymi o rozktadzie

normalnym.
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5.5. Dwuwymiarowy rozktad normalny

Definicja 31: Dwuwymiarowy rozktad normalny

Para zmiennych losowych (X,Y") ma dwuwymiarowy rozktad normalny, jesli ich wspélna funkcja
gestosci prawdopodobienstwa ma postac:

flz,y) =
rorron (g | () - (55 () (452) )
(5.16)
gdzie:

® Lx, iy — wartosci oczekiwane zmiennych X i Y,

e 0x, oy — odchylenia standardowe zmiennych X i Y,

e p — wspétczynnik korelacji miedzy X i Y, p € (—1,1),
o f(x,y) — gestos¢ prawdopodobienstwa w punkcie (z,y).

Rozktad ten oznaczamy symbolem:

(X, V)~ N, | | HX % poxoy (5.17)
, 1% 7 POXOY O—%/ .

N
{// PRZYKtAD

Przyktfad 34: Dwuwymiarowy rozktad normalny
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5.5. Dwuwymiarowy rozktad normalny
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Dwuwymiarowy rozktad normalny
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Rozdziat 6

Elementy statystyki opisowej

6.1. Srednie, mediana i moda

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Srednia arytmetyczna, dominanta i mediana to trzy miary tendencji centralnej, z ktérych kazda w inny

spos6b okresla punkt "Srodkowy” zestawu danych [6].

Definicja 32: Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna to suma wszystkich wartosci w zbiorze danych podzielona przez liczbe tych

wartosci. Dla zbioru liczb x1, zo, ..., z, $rednia arytmetyczna jest okre$lona wzorem:
_ 1+ x2+ ...+
T= - (6.1)
n

Zauwazmy, ze $rednia arytmetyczna jest uzyteczna do okreSlania przecietnej wartosci w danych, ale jest
wrazliwa na wartosci ekstremalne, ktére moga ja znaczaco znieksztatci¢, co pokazuje nastepujacy przyktad:

N
{// PRZYKtAD

Przyktfad 35:

W pewnej firmie, w ktérej zatrudnionych jest 5 pracownikéw odnotowano nastepujace miesieczne
zarobki: 4000 zt, 4000 zt, 4000 zt, 4000 zt, 20 000 zt. Jakie s3 $rednie zarobki w tej firmie?

Korzystajac ze wzoru 1 otrzymujemy: z = 20004-4000-£4000+4000420000 — 790y,

Ta warto$¢ nie oddaje struktury danych, gdzie cztery osoby zarabiaty ponizej $redniej, a tylko jedna

osoba zarabiata duzo wiecej od pozostatych.
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6.1. Srednie, mediana i moda

Definicja 33: Moda (dominanta)

Moda (dominanta) to wartos¢, ktéra najczesciej wystepuje w zbiorze danych.

N
{// PRZYKLAD

Przyktad 36:

Oblicz mode liczb:
1. 1,2,2,2,3,4,5,6,6,7
2. —1,-1,-1,-2,-2,-2.—3.—4,—5
3.1,2,3,4,5,6,7,8,9
1. Najczesciej wystepuje liczba 2 dlatego moda jest réwna 2.

2. Kazda z liczb —1 i —2 wystepuje 3 razy i zadna liczba nie wystepuje czesciej. Mamy tutaj zatem
dwie mody: —1 i —2.

3. W tym przypadku nie ma mody, bo kazda warto$¢ wystepuje taka sama liczbe razy.

Definicja 34: Mediana

Mediana to wartos$¢ srodkowa w uporzadkowanym (rosnaco lub malejaco) zbiorze danych.

Jezeli mamy nieparzysta liczbe danych, to istnieje doktadnie jedna wartos¢ srodkowa. Jezeli mamy parzysta
liczbe danych, to mediana jest réwna $redniej arytmetycznej dwéch srodkowych wartosci. Nalezy pamietaé,

ze liczac mediane musimy najpierw uporzadkowa¢ zbiér od najmniejszej do najwiekszej liczby lub odwrotnie.

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 37: Mediana
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Mediana

Oprécz sredniej arytmetycznej, istniejg inne rodzaje srednich, ktére moga by¢ bardziej odpowiednie w
zaleznosci od charakteru danych. Ponizej przedstawimy definicje $redniej geometrycznej, harmonicznej i
kwadratowe]. Srednia geometryczna jest uzywana gtéwnie do analizy wzrostu proporcjonalnego, np. stép

zwrotu inwestycji czy tempa wzrostu populacji.

Definicja 35: Srednia geometryczna

Niech z; > 0 dla kazdego i = 1,...n. Dla zbioru liczb z1,xs, ..., z, Srednia geometryczna jest

okreslona wzorem:

G= Yty x9... Ty (6.2)

Srednia harmoniczna jest stosowana w przypadku érednich predkosci, wskaznikéw czy wydajnosci.

Definicja 36: Srednia harmoniczna

Niech x; > 0 dla kazdego i = 1, ...n. Dla zbioru liczb x1, zo, ..., x, Srednia harmoniczna jest
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okreslona wzorem:
n

H=———
Yt

Srednia kwadratowa jest czesto stosowana w statystyce, fizyce i inzynierii, np. w analizie napie¢
elektrycznych czy sygnatéw dzwiekowych.

Definicja 37: Srednia kwadratowa

Srednia kwadratowa n liczb, jest to pierwiastek ze éredniej arytmetycznej kwadratéw tych liczb. Dla

zbioru liczb x1, 25 ..., z, Srednia kwadratowa jest okreslona wzorem:

K_\/a:%qu%Jr...er% (6.4)
n

Srednia wazona jest szeroko stosowana w réznych dziedzinach, poniewaz pozwala uwzgledni¢ rézne
znaczenie (wage) poszczegdlnych wartosci. Na przykfad indeksy gietdowe s3 liczone na podstawie Sredniej
wazonej cen akcji spétek, a takze oceny w szkotach i na uczelniach wystawiane sg na koniec semestru z

wykorzystaniem $redniej wazonej.

Definicja 38: Srednia wazona

Dla zbioru liczb x1, zo, ..., x,, z ktérych kazda ma przyporzadkowana pewna nieujemng wage

w1, Wa, . . ., Wy Srednia wazona jest okre$lona wzorem:

W= T1W1 + Towo + ... + THpWy, (6.5)
wy +we+...+wy

6.2. Miary zmiennosci: odchylenie standardowe, wariancja

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Miary zmiennosci to wskazniki statystyczne opisujace rozproszenie danych wokét wartosci centralnej (np.
sredniej). Do najczesciej uzywanych miar zmiennosci naleza odchylenie standardowe i wariancja. Wariancja
jest Srednia arytmetyczna kwadratéw odchylefn poszczegdlnych wartosci cechy jednostek zbiorowosci od ich
wartosci $redniej (arytmetycznej) — kwadrat odchylenia standardowego.[8].

Definicja 39: Wariancja
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Dla zbioru liczb x1, 2o, ..., z, wariancja jest okreslona wzorem:
1 n
0% =— g (x; — T)? (6.6)
n -
1=1
gdzie T oznacza $rednia arytmetyczna liczb xq, xo, ..., x,.

Wariancja pokazuje, jak bardzo wartosci s3 rozproszone wokét sredniej. Im wieksza wariancja, tym wieksze
rozproszenie danych. Wartosci w wariancji s3 podniesione do kwadratu, co utrudnia interpretacje w
jednostkach oryginalnych i nie ma interpretacji ekonomicznej. Stad wprowadzamy kolejng miare zmiennosci
jaka jest odchylenie standardowe. Odchylenie standardowe jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji.
Intuicyjnie rzecz ujmujac, odchylenie standardowe informuje o tym, jak szeroko wartosci danej wielkosci s3
rozrzucone wokét jej Sredniej. Im mniejsza warto$¢ odchylenia tym obserwacje sg bardziej skupione wokét
sredniej[9].

Definicja 40: Odchylenie standardowe

Dla zbioru liczb z1,xo, ..., z, odchylenie standardowe jest okreslone wzorem:

(6.7)

gdzie T oznacza $rednig arytmetyczna liczb x1, zo, ..., x,.

Woprowadzimy jeszcze jedna miare zmiennosci, a mianowicie odchylenie przecietne, ktére jest $rednia
arytmetyczna bezwzglednych wartosci odchylen zmiennej od wartosci jej Sredniej arytmetyczne;.

Definicja 41: Odchylenie przecietne

Dla zbioru liczb x1, o, ..., x, odchylenie przecietne jest okreslona wzorem:

n

d= %Zm 3 (6.8)

i=1

gdzie T oznacza $rednia arytmetyczna liczb x1, 2, ..., Tp.
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Rozdziat 7

Przedziaty ufnosci

7.1. Pojecia wstepne: populacja, proba

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Statystyka zajmuje sie opisywaniem i analizowaniem zjawisk. Aby méc prowadzi¢ analize statystyczna,
trzeba najpierw okresli¢, co jest przedmiotem badania. W tym celu wprowadzamy podstawowe pojecia, takie
jak populacja, jednostka statystyczna i préba [10]. Sa to fundamenty kazdego badania statystycznego —

niezaleznie od dziedziny.

Definicja 42: Populacja

Populacja ogét elementéw, ktére s3 przedmiotem badania statystycznego i posiadaja okreslona ceche

lub zespét cech.

Definicja 43: Prdba statystyczna

Préba statystyczna nazywamy wybrany podzbiér populacji, ktéry poddawany jest bezposredniej
analizie. Na jej podstawie wnioskujemy o catej populacji.

Definicja 44: Jednostka statystyczna

Jednostka statystyczna to pojedynczy element populacji, ktéry podlega obserwacji.
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7.2. Estymacja punktowa i przedziatowa

O ZADANIE

Zadanie 12:

Tres$¢ zadania:

Biblioteka miejska planuje przeprowadzi¢ badanie dotyczace liczby przeczytanych ksiazek wsréd
mieszkancéw miasta powyzej 15. roku zycia. W tym celu zamierza zebra¢ dane od wybranej grupy

oséb. Na podstawie opisu:
1. Wskaz, co jest populacja, jednostka statystyczna, proba.
2. Czy ponizsze metody wyboru préb s3 losowe? Uzasadnij.
(a) Wybrano pierwsze 100 oséb, ktére odwiedzity biblioteke w poniedziatek.

(b) Wylosowano 200 oséb z listy mieszkancéw posiadajacych Karte Mieszkanca.

Rozwiazanie:

Populacja to wszyscy mieszkancy miasta w wieku powyzej 15 lat. Jednostka statystyczna to jeden
mieszkaniec miasta. Natomiast préba to grupa oséb, od ktérych zostana zebrane dane (np. 100 lub
200 os6b).

Pierwszy sposéb wyboru 100 os6b nie spetnia kryterium losowosci. Ta préba nie jest losowa, poniewaz
wyb6r oséb zalezy od dnia i miejsca, w ktérym byty dostepne (biblioteka). Oznacza to, ze nie kazdy
mieszkaniec miasta miat jednakowa szanse znalezienia si¢ w prébie. Osoby odwiedzajace biblioteke
moga rézni¢ sie np. pod wzgledem wieku lub zainteresowan od reszty populacji, co moze znieksztatci¢
wyniki badania. Natomiast druga préba ma charakter losowy, poniewaz osoby zostaty wybrane
poprzez losowanie z listy mieszkancéw. Kazdy, kto posiada Karte Mieszkanca, miat taka sama szanse

znalezienia sie w prébie, co oznacza, ze wyniki badania beda bardziej reprezentatywne i obiektywne w

stosunku do catej populacji.

7.2. Estymacja punktowa i przedziatowa

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Czesto nie mamy dostepu do petnych danych dla catej populacji. Zamiast tego dysponujemy jedynie
danymi z préby. Na ich podstawie chcemy oszacowaé nieznane parametry populacji, takie jak $rednia,
odchylenie standardowe czy odsetek. Proces ten nazywamy estymacja. Wyr6zniamy estymacje punktowa i
przedziatowsa.

Definicja 45: Estymacja punktowa

Estymacja punktowa polega na podaniu jednej konkretnej liczby jako przyblizenia wartosci parametru
populacyjnego.

Przyktadem estymatora jest $rednia arytmetyczna z préby [10], bedaca estymatorem punktowym Sredniej w
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populacji. Nie kazdy estymator parametru populacji jest réwnie dobry. Aby méc poréwnaé rézne estymatory

i wybra¢ ten najbardziej odpowiedni, statystyka matematyczna wprowadza kilka kluczowych cech, ktére

powinien spetnia¢ tzw. ,dobry estymator”.

Definicja 46: Estymator nieobcigzony

Estymator 6 parametru 0 nazywamy nieobcigzonym, jesli spetnia warunek:

E() = 6

(7.1)

Cechy estymatoréw dotycza trafnosci, stabilnosci oraz wykorzystania informacji zawartej w danych. W tabeli

ponizej zestawiono najwazniejsze

z nich wraz z symbolicznymi zapisami.

Tabela 1. Opis tabeli

estymatoréw nieobciazonych.

Cecha estymatora Opis Symbolicznie

Nieobciazonos¢ Estymator $rednio trafia w prawdziwa wartosé E(6) = 6
parametru.

Zgodnos¢ Estymator zbliza sie do prawdziwego parametru wraz limu_socfn = 0
ze wzrostem liczby obserwacji.

Efektywnos¢ Estymator ma najmniejsza mozliwg wariancje sposréd | D?X minimalna

Mata zmiennosé

Estymator ma niewielka wariancje — jest stabilny.

D?X mata

Wystarczalnos¢ (opcjonalnie)

Estymator zawiera cata informacje o parametrze
dostepna w prébie.

Tabela 1: Cechy dobrego estymatora

Definicja 47: Estymacja przedziatowa

Estymacja przedziatowa polega na podaniu przedziatu liczbowego, w ktérym — z okreslonym poziomem

ufnosci (np. 95%) — znajduje sie szacowany parametr populacji.

Przy estymacji przedziatowej nie méwimy, ze z 95% prawdopodobieristwem parametr jest w tym konkretnym

przedziale. Prawidtowa interpretacja dotyczy procedury losowania: 95% tak skonstruowanych przedziatéw

zawiera prawdziwy parametr.

7.3. Przedziat ufnosci dla $redniej

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

W tym rozdziale przechodzimy do obliczania przedziatéw ufnosci. Przedziat ufnosci to przedziat, w ktérym z

okreslong pewnoscia mozemy spodziewac sie prawdziwej wartosci parametru.
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Definicja 48: Przedziat ufnosci

Przedziatem ufnosci nazywamy przedziat wyznaczony za pomoca estymatora, majacy te wtasnosé, ze z
duzym, z géry zadanym prawdopodobienstwem (1 — «), pokrywa warto$¢ szacowanego parametru 6.
Zachodzi réwnos¢:

Pla<f<b)=1—-a, (7.2)

gdzie a i b nosza nazwe dolnej i gérnej granicy przedziatu ufnosci, a prawdopodobiefistwo 1 — « jest z
gory okreslone.

Jest to narzedzie, ktére mozna wykorzystywaé do tego, aby na podstawie préby oszacowaé parametry
populacji. Aby rozwiazaé zadanie z wyznaczaniem przedziatu ufnosci potrzebujemy:

1. proby losowej, czyli danych, na podstawie ktérych dokonujemy estymacji;

2. statystyki probkowej, na przyktad $redniej arytmetycznej lub odchylenia standardowego;
3. rozkfadu statystyki probkowej (zazwyczaj bedzie to rozktad normalny lub t-Studenta);
4. krytycznej wartosci z rozktadu statystycznego, ktérg bedziemy odczytywaé z tablic;

5. poziomu ufnosci 1 — «, ktéry oznacza z jakim prawdopodobiefistwem parametr jest pokryty
przedziatem ufnosci. Najczesciej wybierane s3 wartosci 0,9, 0,95, 0,99 czy 0,999.

Jednym z najczesciej szacowanych parametréw populacji generalnej jest srednia wartos¢ badanej

cechy. Przedziaty ufnosci dla poszczegélnych parametréw populacji wyznacza sie uzywajac rozktadéw
odpowiednich statystyk, ktére sa estymatorami tych parametréw. W tym rozdziale analizujemy przedziaty
ufnosci dla wartosci $redniej, a najlepszym uzyskanym metoda najwiekszej wiarygodnosci, estymatorem
$redniej wartosci m populacji generalnej jest srednia arytmetyczna T obliczona z préby. Ten estymator jest
zgodny, nieobcigzony, efektywny i dostateczny. W zaleznosci od modelu, otrzymuje sie konkretne wzory na

przedziat ufnosci dla sredniej, w oparciu o rozktad normalny lub rozktad t-Studenta.[10]

=
[:1] MODEL

Model 1: Populacja generalna ma rozktad normalny o nieznanej
Sredniej m i znanym odchyleniu standardowym o

Zatézmy, ze mamy dana populacje generalng o rozktadzie N(m, o). Znamy odchylenie standardowe
tego rozktadu o i losujemy prébe n elementéw z tej populacji w sposéb niezalezny. Przedziat ufnosci
dla sredniej m populacji dany jest wzorem:

g g
PZ—tug  —=<m<ZTHu, —=)=1—« 7.3
(Z — ua Tn + Uq \/ﬁ) ; (7.3)
gdzie T = %Z?:l x; oznacza $rednig arytmetyczna obliczong z préby, 1 —  « jest wspétczynnikiem

ufnosci. Zatézmy, ze zmienna losowa U, ma standaryzowany rozktad normalny U ~ N(0,1). Wtedy u,,

jest wartoscia zmiennej losowej U, wyznaczona z réwnania

Pl—ua <U<uy)=1—a (7.4)
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Rysunek 2. Rozktad normalny standaryzowany, zrédfo: opracowanie wtasne

[8
=1 MODEL

Model 2: Populacja generalna ma rozktad normalny o nieznanej
§redniej m i nieznanym odchyleniu standardowym o

Zatézmy, ze mamy dana populacje generalng o rozktadzie N(m, o). W tym przypadku nie znamy
ani odchylenia standardowe tego rozkfadu ani wartosci $redniej. Losujemy probe n elementéw z tej
populacji w sposéb niezalezny. Przedziat ufnosci dla $redniej m populacji dany jest wzorem:

S

vn—1

P(Z —ty - <M<T+tq- )=1—a, (7.5)

s
vn—1

gdzie T = L 3" | x; oznacza $rednig arytmetyczna obliczong z préby, s = \/% Sor(z; —T)? jest
odchyleniem standardowym z préby, a 1 — a jest wspétczynnikiem ufnosci. Zatézmy, ze zmienna
losowa t, ma rozktad t-Studenta. Wtedy ¢, jest wartoscia zmiennej losowej ¢ odczytana z tablicy tego
rozktadu dla n — 1 stopni swobody, tak aby zachodzita réwnosé:

P(—ty, <t<ty)=1l—-a (7.6)

f©®

1-a

[ 4

- o

Rysunek 3: Rozktad t-Studenta, zrédto: opracowanie wtasne

N
{// PRZYKtAD

Przyktfad 38: Przedziat ufnosci dla sredniej z nieznanym
odchyleniem standardowym
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Przyktad 39: Przedziat ufnosci dla $redniej ze znanym
odchyleniem standardowym

PRZEDZIAL  OFNOSCI DLA é?ED\\\\EJ My
?(’M(’M@ {_OL—’.P(X_ —‘?_—<,m<>'z &) X“N(m,B)

rm NIE2NANA
ZNANE

“\ Z b 'X) ?(X' 4 %xf {AF)HODEL g

525 et - - > S48+ QRT3 335 Ulg 5

| ¢

Sm'qggflﬁﬁ*(f)’bb +393 Hi58+

-
7

~N(im, $0)
YN (m ©
A,O{"«oﬂq

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA 62


https://vimeo.com/1097828195/1f9df16075
https://vimeo.com/1097828195/1f9df16075

7.4. Przedziat ufnosci dla wariancji

https://vimeo.com/1097813522/21162dbe39

Przedziat ufnosci dla éredniej ze znanym odchyleniem standardowym

7.4. Przedziat ufnosci dla wariancji

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Przedziat ufnosci dla wariancji stosujemy wtedy, gdy chcemy z okreslona pewnoscig oszacowaé, jak bardzo
zréznicowane s3 dane w populacji — na przyktad oceni¢ stabilno$¢ pomiaréw, rozrzut wynikéw testéw

czy zmiennos$¢ produkgji. Jest to szczegdlnie przydatne w analizie jakosci, w badaniach spotecznych i
edukacyjnych, a takze w finansach, gdzie interesuje nas ryzyko i odchylenia od przecietnych wartosci [10].
Tego typu przedziaty pomagaja okresli¢, czy obserwowane réznice s3 naturalne, czy tez wymagaja dalszej
analizy lub interwencji. Gdy populacja ma rozktad normalny N(u, o) (lub zblizony do normalnego), wtedy
mozna zbudowaé¢ przedziat ufnoéci dla wariancji o2 populacji. Najczesciej uzywanym estymatorem wariangcji

o2 populacji generalnej s3 dwie statystyki:

2=t > (@i —7)? (7.8)

n—1~4

Estymator 52 7.8 jest nieobcigzonym estymatorem wariancji o2, natomiast estymator s2 7.7 jest
obcigzonym estymatorem wariancji o2. Oba te estymatory sa obcigzonymi estymatorami odchylenia
standardowego o. W zaleznosci od liczebnosci préby i tego, czy znamy parametry populacji, stosujemy
rézne modele przedziatéw ufnosci dla wariancji. Gdy badamy zmiennos¢ cechy i zaktadamy normalnos¢
rozktadu, mozemy skonstruowaé¢ przedziat ufnosci dla wariancji z wykorzystaniem rozktadu chi-kwadrat. Co
wazne, jesli obliczymy pierwiastek kwadratowy z obu koncéw przedziatu ufnosci dla wariancji, uzyskamy
przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego, ktéry réwniez bywa wykorzystywany w analizie danych do
oceny stabilnosci lub rozproszenia.

=
[D] MODEL

Model 3: Populacja generalna ma rozkfad normalny o nieznanej
Sredniej 1 i nieznanym odchyleniu standardowym o. Model dla
matej préoby n < 30

Zatézmy, ze mamy dana populacje generalng o rozktadzie N(u, o). Nie znamy odchylenia
standardowego tego rozkfadu i nie znamy wartosci oczekiwanej. Losujemy prébe n elementéw z tej

populacji w sposéb niezalezny (n jest mate takie, ze n < 30). Przedziat ufnoéci dla wariancji o
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populacji dany jest wzorem:

2 2
P(ZS <02<”j>=1—a, (7.9)

Xi-g X e

gdzie 1 —a jest wspétczynnikiem ufnosci, a XQ% [ X%_%to odpowiednie kwantyle rozktadu chi-kwadrat z
n — 1 stopniami swobody, spetniajace nastepujace warunki:

a
P(x* < Xé) =3 (7.10)

(0%
PO <xig)=1-35 (7.11)
Aby wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego o, obliczamy pierwiastek kwadratowy z

koncéw przedziatu ufnosci dla wariancji o2 :
2 2
Pl <o<,/2|=1-a, (7.12)
Xi-g X a

[%
=] MODEL

Model 4: Populacja generalna ma rozktad normalny o nieznanej
§redniej 1 i nieznanym odchyleniu standardowym o. Model dla
duzej préby n > 30

Zatézmy, ze mamy dana populacje generalng o rozktadzie N(u, o). Nie znamy odchylenia
standardowego tego rozkfadu i nie znamy wartosci oczekiwanej. Losujemy prébe n elementéw z

tej populacji w sposéb niezalezny (n jest duze takie, ze n > 30). Obliczamy z tej préby odchylenie
standardowe s = v/s2. Przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego o populacji dany jest wzorem:

P<1Sua<a<18ua> :1—0[, (713)
MRV = Ven

gdzie 1 — « jest wspétczynnikiem ufnosci. Zatézmy, ze zmienna losowa U, ma standaryzowany rozktad
normalny U ~ N(0,1). Wtedy u, jest wartoscia zmiennej losowej U, spetniajaca warunek

P(—uq <U <uy)=1-a. (7.14)

N
{// PRZYKtLAD

Przyktad 40: Przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego
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7.5. Przedziat ufnosci dla wskaznika struktury
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Przedziat ufnosci dla odchylenia standardowego

7.5. Przedziat ufnosci dla wskaznika struktury

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Wskaznik struktury (inaczej: udziat strukturalny) to miara statystyczna wyrazajaca, jaka czes¢ catosci
stanowi dana cze$¢ zbiorowosci. Oblicza sie go jako stosunek liczby jednostek posiadajacych okreslong ceche
do liczby wszystkich jednostek w populacji lub prébie. Wskaznik ten pozwala opisa¢ strukture wewnetrzna
badanej zbiorowosci, czyli proporcje miedzy poszczegélnymi jej elementami. Najczesciej wyraza sie go w
postaci utamka dziesietnego, procenta lub promila.

Aby zbudowaé przedziat ufnosci dla wskaznika struktury p w populacji dla duzej préby n, korzystamy
z wilasnosci, ze estymatory uzyskane metoda najwiekszej wiarygodnosci maja rozktad asymptotycznie
normalny.

[%
=1 MODEL

Model 5: Populacja generalna ma rozktad dwupunktowy z
parametrem p. Model dla licznej préby n > 100

Zatézmy, ze mamy dana populacje generalng o rozktadzie dwupunktowym z parametrem p. Losujemy
prébe n elementéw z tej populacji w sposéb niezalezny (n jest duze takie, ze n > 100). Niech m
oznacza liczbe elementéw wyréznionych znalezionych w prébie. Przedziat ufnosci dla wskaznika
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7.6. Niezbedna liczba pomiaréw dla préby

struktury p populacji dany jest wzorem:

normalny U ~ N(0,1). Wtedy u, jest wartoscia zmiennej losowej U, spetniajaca warunek

N
{// PRZYKtLAD

Przyktad 41: Przedziat ufnosci dla wskaznika struktury/procentu
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Przedziat ufnosci dla wskaznika struktury/procentu

7.6. Niezbedna liczba pomiaréw dla préby

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Minimalna liczebnos¢ préby to najmniejsza liczba obserwacji, jaka nalezy zebraé, aby z zadang precyzja

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA

P(—uq <U <uy)=1-a. (7.16)

m_m m _m
P(m—ua~\/”( ”)<p<m+ua-\/"( ”)>:1—a, (7.15)
n n n n

gdzie 1 — « jest wspétczynnikiem ufnosci. Zatézmy, ze zmienna losowa U, ma standaryzowany rozktad
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7.6. Niezbedna liczba pomiaréw dla préby

(btedem maksymalnym) i poziomem ufnosci oszacowaé interesujacy nas parametr populacji, np. srednia lub
proporcje (wskaznik struktury). Zanim przejdziemy do konkretnych modeli, warto zrozumie¢, jakie czynniki

wptywaja na wymagang wielkos$¢ préby:

1. Poziom ufnosci: Okresla prawdopodobiefistwo, ze przedziat ufnosci, ktéry zbudujemy na podstawie
naszej préby, bedzie zawierat prawdziwa wartos¢ parametru populacji. Najczesciej stosowane poziomy
to 90%, 95% lub 99%. Wyzszy poziom ufnosci wymaga wiekszej préby.

2. Btad maksymalny: To maksymalna dopuszczalna réznica miedzy oszacowang wartoscia z proby a
prawdziwa wartoscia w populacji. Im mniejszy btad chcemy osiagna¢ (wieksza precyzja), tym wieksza
préba jest potrzebna.

3. Wariancja: Im wieksze zréznicowanie (rozproszenie) danych w populacji, tym wieksza préba bedzie

potrzebna, aby uzyska¢ precyzyjne oszacowania.

4. Wielkos¢ populacji: W przypadku bardzo duzych populacji (powyzej okoto 100000), wielkos¢
populacji ma mniejsze znaczenie dla minimalnej liczebnosci préby. Jest jednak wazna w przypadku
mniejszych populacji (ponizej 10000).

Istnieja rézne modele w zaleznosci od tego, jaki parametr populacji chcemy oszacowa¢ (np. $rednia czy
proporcje) oraz czy znamy wariancje populacji. Gdy chcemy oszacowa¢ srednia wartos¢ jakiejs zmiennej
ilosciowej w populacji (np. $redni wzrost, Srednie zarobki) stosujemy nastepujacy model [10]:

[%
=] MODEL

Model 6: Model szacowania $redniej populacji

Minimalna liczebnos$¢ préby dla oszacowania $redniej wyliczamy ze wzoru

. (ZEU>2 (7.17)

gdzie:
e 1 - minimalna liczebno$¢ préby

e 7 - warto$¢ krytyczna odpowiadajaca wybranemu poziomowi ufnosci (np. dla 95% ufnosci,
Z ~1,96; dla 99% ufnosci, Z =~ 2, 58)

e o - odchylenie standardowe populacji (jesli nie znamy, mozemy uzy¢ odchylenia standardowego z
badania pilotazowego lub wstepnych szacunkéw)

e [ - dopuszczalny btad maksymalny (precyzja)

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 42:

Chcemy oszacowac sredni tygodniowy czas spedzany na nauce przez studentéw w Polsce. Chcemy to
zrobi¢ z 95% poziomem ufnosci (Z = 1,96). Chcemy, aby nasz btad maksymalny nie przekroczyt 0.5
godziny (E = 0,5). Na podstawie wczes$niejszych badan, szacujemy, ze odchylenie standardowe czasu
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7.6. Niezbedna liczba pomiaréw dla préby

nauki w populacji studentéw wynosi 2 godziny (o = 2).

Podstawiamy do wzoru: n = (1’09.65'2)2 = (36?52)2 = (7,84)? ~ 61,46. Musimy zaokragli¢ w gére,

poniewaz liczba obserwacji musi by¢ liczba catkowitg. Zatem minimalna liczebno$¢ préby to 62

studentéw.

Gdy chcemy oszacowac proporcje (udziat procentowy) cechy w populacji (np. odsetek oséb popierajacych
dana partie, odsetek produktéw wadliwych) stosujemy nastepujacy model:

=
[:1] MODEL

Model 7: Model szacowania proporcji populacji
Minimalna liczebnos¢ préby dla proporcji populacji wyliczamy ze wzoru

_ ZZ~Igi*P)7 (7.18)
gdzie:

e 1 - minimalna liczebnos¢ préby

e 7 - -wartos¢ krytyczna odpowiadajaca wybranemu poziomowi ufnosci (np. dla 95% ufnosci, Z ~

1,96)

e p - szacowana proporcja sukceséw w populacji (jesli nie mamy zadnych wczesniejszych danych,
najbezpieczniej jest uzy¢ p = 0.5, poniewaz ta wartos¢ maksymalizuje p(1 — p) i daje najwieksza
wymagana prébe, co zabezpiecza nas przed niedoszacowaniem)

e F - dopuszczalny btad maksymalny (precyzja), wyrazony jako utamek dziesietny.

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 43:

Chcemy oszacowa¢ odsetek Polakéw, ktérzy popieraja wprowadzenie nowej technologii. Chcemy to
zrobi¢ z 95% poziomem ufnosci (Z = 1,96). Chcemy, aby nasz btad maksymalny nie przekroczyt
3 punktéw procentowych (E = 0,03). Nie mamy wczes$niejszych danych, wiec przyjmujemy, ze

szacowana proporcja p = 0,5 (50%).

. 1,96)%:0,5(1-0,5 - . .
Podstawiamy do wzoru: n = L& )(0’0'3§2 5) — 3’8047(1)200525 = 81838;‘ ~ 1067,11. Musimy wynik

zaokragli¢ w gére. Zatem minimalna liczebno$¢ préby to 1068 oséb.
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Rozdziat 8

Parametryczne testy istotnosci

8.1. Test dla wartosci $redniej populacji

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Testowanie hipotez statystycznych jest podstawowym rodzajem wnioskowania statystycznego. Hipotezy
statystyczne s3 to przypuszczenia dotyczace rozktadu populacji. Hipotezy parametryczne, precyzujace
wartosci parametréw w rozktadzie populacji, naleza do najczesciej sprawdzanych hipotez statystycznych.[10]
Aby zweryfikowa¢ hipoteze statystyczna bedziemy wykorzystywaé odpowiednio dobrany test statystyczny.
Jest to reguta postepowania, ktéra kazdej mozliwej prébie losowej przyporzadkowuje decyzje przyjecia

lub odrzucenia sprawdzanej hipotezy. W zaleznosci od postaci postawionej hipotezy zerowej oraz postaci
hipotezy alternatywnej (tzn. konkurencyjnej w stosunku do hipotezy zerowej), sposéb budowy testu jest
rézny. Istota rzeczy przy budowie kazdego testu polega jednak na tym, zeby uchroni¢ sie zaréwno przed
popetnieniem btedu pierwszego rodzaju, polegajacym na odrzuceniu hipotezy prawdziwej, jak i przed
popetnieniem btedu drugiego rodzaju, polegajacym na przyjeciu hipotezy fatszywej.[10] Testy istotnosci to
procedura, w ktérej na podstawie rezultatéw préby losowej podejmuje sie wytacznie decyzje o odrzuceniu
badanej hipotezy lub stwierdza brak podstaw do jej odrzucenia. W takich testach nie formutuje sie decyzji
o akceptacji sprawdzanej hipotezy, poniewaz uwzglednia sie jedynie ryzyko popetnienia btedu pierwszego
rodzaju (czyli odrzucenia prawdziwej hipotezy, mierzone poziomem istotnosci), bez analizowania skutkéw

ewentualnego popetnienia btedu drugiego rodzaju.

Jak powstaja statystyczne testy istotnosci? W zaleznosci od postaci hipotezy zerowej buduje sie statystyke
Z z wynikéw n-elementowej proby i wyznacza sie jej rozktad przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy Hy. W
rozktadzie tym wybiera sie taki obszar ) wartosci statystyki Z, by spetniona byta réwnos¢:

P(Z€Q)=a (81)

gdzie « jest ustalonym z géry, dowolnie matym prawdopodobienistwem. Obszar () nazywa sie obszarem
krytycznym testu, gdyz ilekro¢ warto$¢ statystyki Z z préby znajdzie sie w nim, to podejmuje sie decyzje
odrzucenia hipotezy Hy na korzys¢ hipotezy alternatywnej H;. Natomiast, gdy otrzymana z konkretnej
préby wartos¢ statystyki Z nie nalezy do obszaru krytycznego @, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy
Hy. Co nie jest to réwnoznaczne z jej przyjeciem. W tym rozdziale przeanalizujemy testy dla wartosci

$redniej populacji, rozwazajac trzy podstawowe modele populacji generalnej [10].

=
[:1] MODEL
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8.1. Test dla wartosci $redniej populacji

Model 8: Populacja generalna ma rozktad normalny o nieznanej
§redniej 1 i znanym odchyleniu standardowym o

Na podstawie wynikéw n-elementowe] préby losowej sprawdzamy hipoteze zerowa Hy, wobec hipotezy

alternatywnej H;, gdzie:
Hy:p=pp (8.2)

Hy:p# po (83)

Obliczamy srednia z préby T, a nastepnie warto$¢ zmiennej normalnej U:

== (8.4)

g
Wyznaczamy wartos¢ krytyczna u, z tablicy standaryzowanego rozktadu normalnego N (0, 1), aby dla
zadanego poziomu istotnosci a zachodzit warunek P(|U| > uy) = .
Jesli z préby otrzymamy taka wartos¢ U, ze |U| > wu,, to hipoteze Hy odrzucamy. Gdy zas |U| < ug,
to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Zbiér U taki, ze |U| > u,, jest obszarem

krytycznym tego testu.

W zadaniach mozemy spotkac¢ inna postac hipotezy alternatywnej. Powyzszy test, w ktérym przedstawilismy
dwustronny obszar krytyczny stosujemy jedynie dla hipotezy alternatywnej Hy : p # po. Jak wygladaja
obszary jednostronne i w jakich sytuacjach je stosujemy przedstawiono w uwagach.

Uwaga 1: Lewostronny obszar krytyczny
Jesli hipoteza alternatywna ma posta¢ Hj : u < pig do testu istotnosci nalezy wybra¢ lewostronny

obszar krytyczny, tak, aby spetniona byta nieréwnos¢ U < u,. W rozktadzie standaryzowanego

rozktadu normalnego szukamy wu,, takiego, ze P(U < u,) = .

Uwaga 2: Prawostronny obszar krytyczny
Jesli hipoteza alternawtywna ma posta¢ Hi : i > pg do testu istotnosci nalezy wybra¢ prawostronny
obszar krytyczny, tak, aby spetniona byta nieréwnos¢ U > u,. W rozktadzie standaryzowanego

rozktadu normalnego szukamy wu,, takiego, ze P(U > u,) = «. Hipoteza Hj zostanie odrzucona tylko

wtedy, gdy wartos¢ statystyki U spetni nieréwnos¢ U > uy,.

=
[gl MODEL

Model 9: Populacja generalna ma rozktad normalny o nieznanej
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8.1. Test dla wartosci $redniej populacji

Sredniej 1 | nieznanym odchyleniu standardowym o

Na podstawie wynikéw n-elementowej préby losowej sprawdzamy hipoteze zerowa Hy, wobec hipotezy
alternatywnej H, gdzie:
Hy : p= o (8.5)

Hy:p# po (8.6)

Obliczamy srednig z préby T, a poniewaz nie znamy odchylenia standardowego o rozktadu obliczamy
odchylenie standardowe z préby s oraz wartos¢ statystyki 1" danej wzorem:

T=2"H T (8.7)
S

Statystyka t ma przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy Hj rozktad t-Studenta o n — 1 stopniach
swobody. Z tablicy rozktadu t-Studenta o n — 1 stopniach swobody, dla poziomu istotnosci
odczytuje sie wartosé t,,, taka, ze P(|T| > t,) = a. W tym tescie mamy obustronny obszar krytyczny.
Jesli dla obliczonej statystyki t zachodzi || > ¢,, to hipoteze H nalezy odrzuci¢ na korzysé hipotezy

alternatywnej Hy, w przeciwnym razie nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

Czy obszar krytyczny w przypadku modelu |l zawsze bedzie dwustronny? Nie, analogicznie do modelu |, je

Sl

hipoteza alternatywna H; bedzie postaci i < g stosujemy lewostronny obszar krytyczny wyznaczony tak,

aby byt spetniony warunek P(t < t,) = «. Przy hipotezie Hy postaci m > mg stosujemy lewostronny
obszar krytyczny tak, aby byt spetniony warunek P(t > t,) =

=
[:J MODEL

Model 10: Populacja generalna ma dowolny rozktad o
nieznanej $redniej 1 i o skonczonym, ale nieznanym odchyleniu
standardowym o dla duzej préby

Na podstawie wynikéw n-elementowej préby losowej sprawdzamy hipoteze zerowa Hy, wobec hipotezy
alternatywnej H;, gdzie:
Ho :pp=po (8.8)

Hy s p# po (8.9)

Test istotnosci dla tej hipotezy prowadzimy tak jak w modelu I, wykorzystujac do obliczen zamiast

wartosci o obliczong z préby wartos¢ s.

Warto zwréci¢ uwage na dwie uwagi, ktére pomoga w interpretacji otrzymanych wynikéw.

Uwaga 3: Btfad pierwszego rodzaju

Mozemy pomyli¢ sie i odrzuci¢ hipoteze, ktéra w gruncie rzeczy byta prawdziwa (btad pierwszego
rodzaju), jednakze prawdopodobienistwo takiej pomytki jest bardzo mate, réwne obranej dowolnie
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liczbie . Jezeli natomiast wartos¢ statystyki Z z préby n-elementowej znalazta sie poza obszarem
krytycznym, to prawdopodobienstwo tego zdarzenia, przy prawdziwosci hipotezy Hy, jest réwne 1—a,

co jest bliskie 1, wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy.

Uwaga 4: Akceptacja, odrzucenie hipotezy a dowiedzenie jej
prawdziwosci

Akceptacja lub odrzucenie hipotezy w analizie statystycznej nie jest tozsame z formalnym
dowiedzeniem jej prawdziwosci badz fatszywosci. Odrzucajac w tescie statystycznym badana hipoteze,
kierujemy sie wytacznie tym, ze uzyskane dane liczbowe z obserwacji rzeczywistosci wskazuja na
niskie prawdopodobienstwo jej prawdziwosci i s3 z nig niezgodne. Moze sie jednak zdarzy¢ sytuacja
odwrotna, w ktérej to hipoteza jest poprawna, a jedynie zebrane wyniki z préby sa btedne lub po

prostu mato prawdopodobne przy zatozeniu tej hipotezy.

8.2. Test dla dwéch Srednich

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Zatézmy, ze mamy dwie populacje o rozkfadzie normalnym, a naszym zadaniem jest poréwnanie srednich w
tych dwéch populacjach. W zaleznosci od danych, jakie mamy o rozktadach populacji bedziemy stosowaé
jeden z trzech modeli, aby zweryfikowaé hipoteze zerowa Hy : 1 = po (gdzie pq jest srednig w pierwszej
populacji, a ug jest srednia w drugiej populacji). Hipoteza alternatywna H; moze by¢ postaci [10]:

1. pu1 # pe - wybieramy obustronny obszar krytyczny
2. p1 < po - wybieramy lewostronny obszar krytyczny

3. p1 > po - wybieramy prawostronny obszar krytyczny.

=
[:J MODEL

Model 11: Obie populacje maja rozktady normalne o nieznanych
srednich y i py i znanych odchyleniach standardowych réwnych

o1 1 09

Zatézmy, ze mamy dwie populacje generalne majace rozktady normalne N (i1, 01) i N(u2,02).
Zaktadamy ponadto, ze znamy odchylenia standardowe o i 05. Losujemy dwie niezalezne préby
o liczebnosci ny z pierwszego rozktadu i o liczebnosci no z drugiego rozktadu. Na podstawie tych

wynikéw sprawdzamy hipoteze zerowg Hj, wobec hipotezy alternatywnej H;, gdzie:

1. model z obustronnym obszarem krytycznym

H() L = U2 (810)

Hy:py # po (8.11)
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Obliczamy srednia z kazdej préby Z7 i Tz, a nastepnie wartos¢ statystyki U:

T1— T2

U= (8.12)

2 P
ﬁJrﬁ

ni na

Ta statystyka ma rozktad normalny N(0, 1). Wyznaczamy wartos¢ krytyczna u,, z tablicy
standaryzowanego rozktadu normalnego, aby dla zadanego poziomu istotnosci a zachodzita
rownos¢ P(|U| > uy) = a.

Jesli z proby otrzymamy taka wartos¢ u, ze |U| > uy, to hipoteze Hy odrzucamy na korzysé
hipotezy H;. Gdy zas$ |U| < u,, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Zbiér U
taki, ze |U| > u,, jest obszarem krytycznym tego testu.

2. model z lewostronnym obszarem krytycznym

H() LU = U2 (813)

H; T < U2 (814)

Obliczamy $rednia z kazdej proby oraz warto$¢ statystyki U zgodnie z wzorem (8.12). Ustalamy
lewostronny obszar krytyczny U < u,. Wartos¢ krytyczna u, spetnia warunek P(U < u,) = .

3. model z prawostronnym obszarem krytycznym

HO L1 = U2 (815)

Hy U1 > U2 (816)

Obliczamy $rednia z kazdej préby oraz wartos¢ statystyki U zgodnie z wzorem (8.12).
Ustalamy lewostronny obszar krytyczny U > u,. Warto$¢ krytyczna wu,, odczytana z tablicy
standaryzowanego rozktadu normalnego spetnia warunek P(U > u,) = a.

=
[:J MODEL

Model 12: Obie populacje maja rozktady normalne o
nieznanych Srednich m, i ms i nieznanych réwnych odchyleniach
standardowych o, = o9

Zatézmy, ze mamy dwie populacje generalne majace rozktady normalne N(mq,01) i N(mz,02).
Zaktadamy ponadto, ze nie znamy ani $rednich ani odchylen standardowych tych rozktadéw. Ponadto
zaktadamy, ze 01 = 03. Losujemy dwie niezalezne proby o liczebnosci ny z pierwszego rozktadu

i o liczebnosci na z drugiego rozktadu (dopuszczamy mate préby). Na podstawie tych wynikéw
sprawdzamy hipoteze zerowa H,, wobec hipotezy alternatywnej Hy, gdzie:

1. model z obustronnym obszarem krytycznym

HQ L1 = U2 (817)

Hl 5| 75 125 (818)

Obliczamy érednia z kazdej préby Z7 i T3, a nastepnie wariancje s? i s2. Liczymy nastepnie
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8.2. Test dla dwéch $rednich

wartos¢ statystyki ¢:
T — T2

t= . (8.19)
nis?+nas? (1 1
\/ nljrn2*22 (nil + TTz)

Ta statystyka ma rozkfad ¢-Studenta o ny + ny — 2 stopniach swobody (przy zatozeniu

prawdziwosci hipotezy Hy). Wyznaczamy warto$¢ krytyczna t,, z tablicy rozktadu ¢-Studenta
o n1 + no — 2 stopniach swobody, aby dla zadanego poziomu istotnosci a zachodzita réwnos¢
P(|t| > to) = a.

Jesli z proby otrzymamy taka wartosc¢ ¢, ze |t| > tq, to hipoteze Hy odrzucamy na korzysc¢

hipotezy H;. Gdy za$ |t| < t,, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

2. model z lewostronnym obszarem krytycznym

H() U1 = U2 (820)

Hy oy < po (8.21)

Obliczamy $rednig z kazdej préby oraz wartos¢ statystyki ¢ zgodnie z wzorem (8.19). Ustalamy
lewostronny obszar krytyczny t < t,. Wartosé¢ krytyczna t,, spetnia warunek P(t <t,) = a.

3. model z prawostronnym obszarem krytycznym

HQ L1 = U2 (822)

H: M1 > o (823)

Obliczamy srednia z kazdej préby oraz wartos¢ statystyki U zgodnie z wzorem (8.19). Ustalamy
prawostronny obszar krytyczny t > t,. Wartos¢ krytyczna t, odczytana z tablicy rozktadu
t-Studdenta spetnia warunek P(t > t,) = a.

=
[:11 MODEL

Model 13: Obie populacje maja rozktady o nieznanych, ale
skonczonych wariancjach o7 i 03. Model dla duzych préb

Zauwazmy, ze po pierwsze w tym modelu nie ma koniecznosci, aby byty to rozktady normalne, a po
drugie wymagamy duzej liczebnosci prob.

Zatézmy, ze mamy dwie populacje generalne majace rozktady z nieznanymi wariancjami 0?2 < oo i

0% < oo Losujemy dwie niezalezne duze préby o liczebnosci n; z pierwszego rozkfadu i o liczebnosci
ng z drugiego rozktadu. Na podstawie tych wynikéw sprawdzamy hipoteze zerowa Hy, wobec hipotezy
alternatywnej H;, gdzie:

1. model z obustronnym obszarem krytycznym

HQ L = U2 (824)

Hl 5| 75 125 (825)

Obliczamy $rednia z kazdej préby Z7 i T3, oraz wariancje z kazdej préby s? i s2 a nastepnie
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8.3. Test dla wskaznika struktury

wartos¢ statystyki U:
T — T2

1 2
Vo T e

Ta statystyka ma rozktad normalny N(0,1). Wyznaczamy wartos¢ krytyczna u, z tablicy
standaryzowanego rozktadu normalnego, aby dla zadanego poziomu istotnosci « spetniony byt
warunek P(|U| > uq) = a.

Jesli z préby otrzymamy taka warto$¢ u, ze |u| > uq, to hipoteze Hy odrzucamy na korzysé
hipotezy H;. Gdy za$ |u| < u,, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Zbiér U
taki, ze |U| > u,, jest obszarem krytycznym tego testu.

2. model z lewostronnym obszarem krytycznym

H() U1 = U2 (827)

Hy D < U2 (828)

Obliczamy $rednig z kazdej préby oraz wartos¢ statystyki U zgodnie z wzorem (8.12). Ustalamy
lewostronny obszar krytyczny U < u,. Wartos¢ krytyczna u,, spetnia warunek P(U < u,) = a.

3. model z prawostronnym obszarem krytycznym

H() L1 = U2 (829)

Hy:pn > o (8.30)

Obliczamy srednia z kazdej préby oraz wartos¢ statystyki U zgodnie z wzorem (8.12).
Ustalamy prawostronny obszar krytyczny U > u,. Warto$¢ krytyczna u, odczytana z tablicy
standaryzowanego rozktadu normalnego spetnia warunek P(U > u,) = a.

8.3. Test dla wskaznika struktury

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

W analizie statystycznej, szczegdlne miejsce zajmuja testy istotnosci, ktére umozliwiajg podejmowanie
decyzji dotyczacych populacji na podstawie danych z préby. Jednym z waznych przypadkéw, majacych
zastosowanie m.in. w badaniach spotecznych, rynkowych czy demograficznych, jest ocena, czy udziat
okreslonego sktadnika w strukturze populacji odbiega istotnie od zaktadanego poziomu. W takich
sytuacjach stosuje sie parametryczny test istotnosci dla wskaznika struktury, zwany réwniez testem dla
jednej proporcji. Test ten pozwala odpowiedzie¢ na pytanie, czy zaobserwowany w prébie udziat danego
zjawiska rézni sie istotnie od wartosci teoretycznej (np. prognozowanej, normatywnej, historycznej).
Wskaznik struktury p moze przyja¢ wartosci z przedziatu (0,1). Oméwimy model parametrycznego testu
istotnosci dla wskaznika struktury dla duzej préby. Przy n > 100 zaktadamy, ze wskaznik struktury 7 ma
rozktad asymptotycznie normalny, co pozwala na zbudowanie obszaru krytycznego w oparciu o rozktad
normalny [10].

=
[:13 MODEL

Model 14: Populacja generalna ma rozktad dwupunktowy z
parametrem p. Model dla licznej préby n > 100
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8.3. Test dla wskaznika struktury

Zatézmy, ze mamy dana populacje generalna o rozktadzie dwupunktowym z parametrem p. Losujemy
prébe n elementéw z tej populacji w sposéb niezalezny (n jest duze takie, ze n > 100). Niech m
oznacza liczbe elementéw wyréznionych znalezionych w prébie. Na podstawie wynikéw n-elementowej
proby losowej sprawdzamy hipoteze zerowa Hy, wobec hipotezy alternatywnej H;, gdzie:

Ho :p=po (8.31)

Hy:p#po (8.32)

gdzie po jest hipotetyczng wartoscia parametru p. Obliczamy wskaznik struktury z préby “* oraz
wartos¢ statystyki

m
u= T\L/Tfo (8.33)
gdzie go = 1 — po.
Zaktadajac prawdziwos¢ hipotezy Hy dostajemy informacje o tym, ze statystyka u ma rozktad
asymptotycznie normalny N (0, 1). Idac dalej, znajdujemy z tablicy standaryzowanego rozktadu
normalnego wartos$¢ krytyczna u,, aby zachodzita réwnos¢ P(|U| > w,) = «. Jezeli dla obliczonej

wartosci statystyki u zajdzie u € (—00, —us| U [uq, +00) wéwczas hipoteze Hy odrzucamy na korzys¢

hipotezy alternatywnej H,. W przeciwnym wypadku brak podstaw do odrzucenia hipotezy Hy.

Uwaga 5: Jednostronne obszary krytyczne

Warto zauwazy¢, ze opisany powyzej test istotnosci dotyczy przypadku dwustronnego, w ktérym
hipoteza alternatywna zaktada mozliwosé odchylenia parametru w obu kierunkach — zaréwno ponizej,
jak i powyzej wartosci zaktadanej w hipotezie zerowej. Istnieja jednak sytuacje, w ktérych interesuje
nas tylko jeden kierunek odchylenia — na przyktad, gdy chcemy sprawdzi¢, czy udziat pewnej cechy w
populacji przekracza wartos¢ oczekiwana (test prawostronny), albo czy jest nizszy od tej wartosci
(test lewostronny).

W takich przypadkach stosujemy odpowiednio prawostronny lub lewostronny obszar krytyczny.
Konstrukcja testu zmienia sie wéwczas w zakresie wyboru wartosci krytycznej oraz interpretacji

statystyki testowej:

e W teScie prawostronnym, hipoteza alternatywna ma postaé H; : p > pg, a obszar krytyczny

obejmuje wartosci wieksze niz uq, tzn. u € [ugy, +00).

e W tescie lewostronnym, hipoteza alternatywna ma posta¢ H; : p < po, a obszar krytyczny to

u € (—00, —Uq).

W obu przypadkach wartos¢ krytyczna wu, wyznaczana jest z tablicy rozktadu normalnego
standaryzowanego tak, aby spetniona byta réwnos¢ P(U > u,) = « dla testu prawostronnego lub
P(U < —uy) = « dla testu lewostronnego.

Dzieki takiemu podejsciu test mozna lepiej dostosowaé do konkretnego problemu badawczego,

uwzgledniajac kierunek potencjalnych odchylen parametru od wartosci oczekiwane;.
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8.4. Test dla dwéch wskaznikéw struktury

8.4. Test dla dwéch wskaznikéw struktury

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Celem parametrycznych testéw istotnosci dla dwéch wskaznikéw struktury jest sprawdzenie, czy réznice
zaobserwowane w prébach pochodzacych z dwéch populacji maja charakter przypadkowy, czy tez s3
statystycznie istotne. Punktem wyjscia jest tu poréwnanie dwéch wskaznikéw struktury (proporcji) p1

i p2, oszacowanych na podstawie niezaleznych préb, poprzez skonstruowanie odpowiedniej statystyki
testowej i okreslenie jej rozktadu przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej. Rozdziat ten przedstawia
metodyke przeprowadzania testu dla dwéch proporcji, w tym formutowanie hipotez, wyznaczanie wartosci
krytycznych, warunki stosowalno$ci testu oraz interpretacje wynikéw — zaréwno w wersji dwustronnej, jak i
jednostronnej. Dzieki temu narzedziu mozliwe jest podejmowanie racjonalnych decyzji na podstawie danych
empirycznych w kontekscie poréwnan miedzy grupami. Przedstawiony ponizej model umozliwia weryfikacje
hipotezy Hy przy dwéch licznych prébach (ny > 100, ne > 100).

=
[:]J MODEL

Model 15: Dwie populacje generalne o rozktadach dwupunktowych
z parametrami p; i po. Model dla licznych préb n,,ny, > 100

Zatézmy, ze mamy dane dwie populacje generalne o rozktadzie dwupunktowym z parametrami
odpowiednio p; i p2. Losujemy dwie duze préby (dla pierwszej populacji liczebnos¢ n; > 100, dla
drugiej populacji liczebnos¢ ng > 100). Niech m; oznacza liczbe elementéw wyréznionych znalezionych
w prébie pierwszej, a mq oznacza liczbe elementéw wyrdéznionych znalezionych w prébie drugiej.
Na podstawie wynikéw z tych préb losowych sprawdzamy hipoteze zerowa Hy, wobec hipotezy
alternatywnej H;, gdzie:

Ho :p1 = p2 (8.34)

Hiy : p1 # pa. (8.35)

Obliczamy wartos¢ sredniego wskaznika struktury z obu préb p, wartos¢ pseudoliczebnosci préby n
oraz warto$¢ statystyki w, z nastepujacych wzoréw:

_ mi+me
=1T 2 8.36
P ny 4 %) ( )
S, (837)

ny + na

my M2

ni no

(8.38)

u =

gdzieg=1-7.

Statystyka u ma rozktad asymptotycznie normalny N (0, 1) (przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy

Hy). Znajdujemy z tablicy standaryzowanego rozktadu normalnego wartos¢ krytyczng u,,

aby zachodzita réwnos¢ P(|U| > u,) = . Jezeli dla obliczonej wartosci statystyki u zajdzie

u € (—00,—uq| U [ug, +00) wéwczas hipoteze Hy odrzucamy na korzys¢ hipotezy alternatywnej Hj.

Jesli u € (—uq, uq) to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy.

Analogicznie mozliwe jest tworzenie jednostronnych obszaréw krytycznych [10].

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA 7



8.5. Test dla wariancji

8.5. Test dla wariancji

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Wariancja jest parametrem opisujacym zmienno$¢ cechy w populacji. Jej znajomos¢ pozwala nie tylko

zrozumiec rozproszenie danych wokét wartosci $redniej, ale réwniez odgrywa istotng role w wielu

zagadnieniach praktycznych. W zwigzku z tym czesto pojawia sie potrzeba sprawdzenia, czy obserwowana

w prébie wariancja odpowiada zaktadanej wartosci teoretycznej. W takich sytuacjach stosuje sie
parametryczny test istotnosci dla wariancji populacji generalnej, ktéry umozliwia weryfikacje hipotezy

dotyczacej konkretnej wartosci wariancji. Podstawg testu jest zatozenie, ze populacja ma rozktad normalny,

co pozwala wykorzysta¢ rozktad chi-kwadrat (y?) jako rozktad statystyki testowej [10].

=
[D] MODEL

Model 16: Populacja generalna ma rozktad normalny N(u,0) o
nieznanych parametrach p i o.

Zatézmy, ze mamy dana populacje generalng o rozktadzie normalnym N(u, o) o nieznanych
parametrach p i 0. Losujemy prébe n elementéw z tej populacji w sposéb niezalezny. Ustalmy poziom
istotnosci . Na podstawie wynikéw n-elementowej préby losowej sprawdzamy hipoteze zerowa Hy,
wobec hipotezy alternatywnej H;, gdzie:

z tablicy rozktadu x? (dla poziomu istotnoéci v i n — 1 stopni swobody) wartos¢ krytyczna ., aby
spetniony byt warunek P(x? > x2) = a. Jest to prawostronny obszar krytyczny. Warto$¢ statystyki
x? obliczamy z préby i sprawdzamy czy x? > x2. Jesli zachodzi ta nieréwnos¢ to wéwczas hipoteze
Hy odrzucamy na korzys¢ hipotezy alternatywnej H;. Jesli zachodzi nieréwnos¢ x? < x2 to nie ma

podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

Uwaga 6:

W tablicach rozktadu x? najczesciej podawane s3 wartoéci dla liczby stopni swobody od 1 do 30. Dla
wiekszych wartosci nie umieszcza sie zazwyczaj szczegétowych danych, poniewaz rozktad chi-kwadrat

wraz ze wzrostem liczby stopni swobody upodabnia sie do rozktadu normalnego.

Inaczej méwiac, gdy liczba stopni swobody przekracza 30, rozktad x2 mozna z dobrym przyblizeniem
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Hy: 0% =02 (8.39)
H,:0%> 02 (8.40)
gdzie o jest hipotetyczna wartoscia wariancji o2. Obliczamy wariancje z préby s? oraz wartoéé
statystyki
2
, ns
= 8.41
X = (8.41)

ktéra przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy Hy ma rozktad x2 z n—1 stopniami swobody. Znajdujemy
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8.5. Test dla wariancji

traktowac jako rozktad normalny, co znacznie upraszcza obliczenia i interpretacje wynikéw. Takie
przyblizenie jest uzasadnione teoretycznie i praktycznie — zwtaszcza w zastosowaniach, gdzie

precyzyjne wartosci z tablic nie s3 konieczne.
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Rozdziat 9

Zwiazki korelacyjne miedzy zmiennymi
ré6znych typoéw

9.1. Korelacja i kowariancja

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Jednymi z narzedzi stosowanych w statystyce i analizie danych, ktére pozwalaja sprawdzi¢, czy dwie

zmienne s3 ze sobg powiazane czy tez nie s3 kowariancja i korelacja.

Kowariancja to $rednia arytmetyczna iloczynu odchylen wartosci zmiennych X i Y od ich wartosci srednich.
Dodatnia wartos$¢ kowariancji oznacza, ze przy wzroscie wartosci X wartosci Y na ogét takze rosna. Ujemna

wartos¢ kowariancji bedzie wskazywata, ze przy wzroscie X wartosci Y na ogét maleja.[6].

Definicja 49: Kowariancja

Niech dane beda dwie zmienne losowe X i Y. Kowariancjg okreslamy:

cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY)) = E(XY) — EXEY. (9.1)

Wartos¢ kowariangji jest Scisle zwiazana z jednostkami, w jakich mierzone s3 zmienne. To oznacza, ze nie
mozemy bezposrednio poréwnywaé kowariancji miedzy réznymi zbiorami danych, jesli zmienne s3 wyrazone
w innych jednostkach. Na przyktad, kowariancja miedzy wzrostem mierzonym w centymetrach a waga w
kilogramach bedzie miata inna warto$¢ niz ta sama kowariancja, gdy wzrost jest w metrach, a waga w
gramach — mimo ze sam zwigzek miedzy wzrostem a waga pozostaje taki sam. Dodatkowo, kowariancja

nie jest standaryzowana, co oznacza, ze jej zakres wartosci jest nieograniczony. Trudno wiec oceni¢ site
zwigzku, patrzac tylko na wartos¢ kowariancji, bo duza wartos¢ moze wynika¢ po prostu z duzych wartosci
samych zmiennych, a niekoniecznie z silnego powigzania miedzy nimi. Na koniec, kowariancja méwi nam
tylko o kierunku liniowego zwiazku. Dodatnia warto$¢ wskazuje, ze zmienne poruszaja sie w tym samym
kierunku (np. wzrost jednej oznacza wzrost drugiej), ujemna — ze w przeciwnych (np. wzrost jednej oznacza
spadek drugiej), a wartos¢ bliska zeru sugeruje brak liniowej zaleznosci. Nie méwi nam jednak nic o sile tego
zwiazku.

Z kolei wspétczynnik korelacji jest standaryzowang forma kowariancji, ktéra pozwala oceni¢ nie tylko

kierunek, ale réwniez site liniowego zwiazku miedzy zmiennymi. Wartos¢ korelacji miesci sie zawsze w
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przedziale od -1 do 1, co utatwia interpretacje i poréwnywanie sity zaleznosci niezaleznie od jednostek

pomiarowych.

Definicja 50: Wspétczynnik korelacji Pearsona

Niech dane beda dwie zmienne losowe X i Y. Wspétczynnik korelacji to miara statystyczna okreslajaca

site i kierunek zwiazku liniowego miedzy dwiema zmiennymi losowymi X i Y.

Najczesciej stosowanym wspdtczynnikiem korelacji jest wspotczynnik korelacji Pearsona, wyrazony

wzorem:
cov(X,Y)

p= — 9.2
VvD?X\/D?Y (:2)

Wspétczynnik korelacji liniowej mierzy site i kierunek zaleznosci liniowej miedzy dwiema zmiennymi

losowymi X i Y. Jego wartosci mieszcza sie w przedziale [—1, 1]. Ponizej przedstawiono znaczenie réznych

wartosci tego wspétczynnika:

Tabela 2. Opis tabeli

Wartosc p | Interpretacja
-1 Korelacja doskonata ujemna
(=1, —0.9] | Silna ujemna zaleznos¢ liniowa

(=0.9, —0.7] | Silna ujemna korelacja

(=0.7, —0.4] | Umiarkowana ujemna korelacja

(—=0.4, —0.1] | Staba ujemna korelacja
(=0.1, 0.1) | Brak (lub bardzo staba) zaleznos¢ liniowa
[0.1, 0.4) Staba dodatnia korelacja

[0.4, 0.7) Umiarkowana dodatnia korelacja

[0.7, 0.9) Silna dodatnia korelacja

[0.9, 1) Silna dodatnia zalezno$¢ liniowa
1 Korelacja doskonata dodatnia

Silna korelacja miedzy dwiema zmiennymi nigdy nie oznacza, ze jedna zmienna jest przyczyna drugiej.
Istnieje wiele powodéw, dla ktérych mozemy zaobserwowa¢ korelacje bez zwigzku przyczynowego. Moga to
by¢ na przyktad zmienne ukryte, czyli inne, niemierzalne czynniki, ktére wptywaja na obie nasze zmienne,
tworzac iluzje bezposredniego powiazania. Pomysimy o sprzedazy lodéw i liczbie utonie¢ — obie te rzeczy
s3 ze soba dodatnio skorelowane, ale nie dlatego, ze lody powoduja utoniecia, lecz dlatego, ze zaréwno

sprzedaz lodéw, jak i utoniecia rosng latem, gdy jest ciepto i ludzie wiecej ptywaja.

N
{// PRZYKtLAD

Przyktad 44: Kowariancja i wspé6fczynnik korelacji [7]
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9.2. Prosta regresja liniowa
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9.2. Prosta regresja liniowa

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Regresja liniowa to jedna z fundamentalnych i najczesciej uzywanych technik w statystyce i uczeniu
maszynowym. Jej gtéwnym celem jest modelowanie zwigzku miedzy jedng zmienna zalezna (wynikowa)
a jedna lub wieloma zmiennymi niezaleznymi (predyktorami). W najprostszej formie, regresja liniowa
prébuje znalez¢ linie (lub hiperplan w przypadku wielu predyktoréw), ktéra najlepiej pasuje do danych,
minimalizujac odlegto$¢ miedzy przewidywanymi warto$ciami a rzeczywistymi wartoéciami zmienne;
zaleznej.

Rozrézniamy dwa gtéwne typy regresji liniowej: prosta regresje liniowa (gdy mamy tylko jeden predyktor) i
wieloraka regresje liniowa (gdy mamy wiele predyktoréw).

Definicja 51: Prosta regresja liniowa

Prosta regresja liniowa to metoda statystyczna, ktéra modeluje liniowy zwiazek miedzy jedna zmienna
zalezna (oznaczmy ja jako Y') a jedna zmienna niezalezng (oznaczmy jako X). Celem jest znalezienie
prostej linii (zwanej linia regresji), ktéra najlepiej opisuje ten zwiazek, umozliwiajac prognozowanie
wartosci Y na podstawie X . Model prostej regresji liniowej wyraza réwnanie:
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Y =B+ B X, (9.3)

gdzie Y to zmienna zalezna, ktéra chcemy przewidzie¢ lub wyjasni¢, a zmienna X to zmienna
niezalezna (predyktor, zmienna wyjasniajaca).

Szukamy wspétczynnikéw Sy i 1. Wyraz wolny czyli 5y (przeciecie z osia OY'), to przewidywana wartos¢
Y, gdy X wynosi 0. Wspétczynnik nachylenia prostej 31, informuje o kierunku i sile liniowego zwiazku
miedzy X a Y. W rzeczywistych danych punkty zazwyczaj nie leza idealnie na prostej, a do oszacowania
parametréw Sy i f1 czesto stosuje sie bardziej ztozone obliczenia (metoda najmniejszych kwadratéw), ktére
minimalizuja sume kwadratéw btedéw [7].

Gtéwna idea metody najmniejszych kwadratéw polega na znalezieniu linii (lub krzywej) najlepiej
dopasowanej do zbioru punktéw danych, poprzez minimalizowanie sumy kwadratéw réznic (reszt) miedzy
obserwowanymi warto$ciami a warto$ciami przewidywanymi przez model. Nalezy znalez¢ minimum dla sumy
kwadratéw réznic wartosci obserwowanych i wartosci teoretycznych. Aby znalez¢ wartosci By i 81, ktére
minimalizuja te sume kwadratéw, stosuje sie rachunek rézniczkowy. Oblicza si¢ pochodne czastkowe sumy
kwadratéw reszt wzgledem [y i 81, a nastepnie przyréwnuje je do zera. Rozwiazanie tego ukfadu réwnan
liniowych daje nam wzory na optymalne wartosci 5g i 1.

Dla prostej regresji liniowej wzory te wygladaja nastepujaco:
S (X~ X% - T)
Ylim (X = X)?

pr =

Bo=Y - X, (9.5)
gdzie X,Y to érednie arytmetyczne odpowiednio X i Y.

W metodzie najmniejszych kwadratéw zaktadamy, ze zwigzek miedzy zmiennymi X i Y jest liniowy, a liczba
obserwacji musi by¢ wieksza niz liczba szacowanych parametréw.

0 ZADANIE

Zadanie 13: Zadanie z regresji liniowej
Tres¢ zadania:

Zatézmy, ze chcemy zbada¢, czy istnieje liniowy zwigzek miedzy wydatkami na reklame X; (w
tysiacach ztotych) a sprzedaza produktu Y; (w tysigcach sztuk) dla pewnej firmy. Dane z ostatnich 5
miesiecy przedstawia tabela:

Tabela 3: Dane

Miesiac | Wydatki na reklame (X;) (w tys. zt) | Sprzedaz (Y;) (w tys. sztuk)
1 1 10
2 2 12
3 3 15
4 4 17
5 5 21

1. Napisz réwnanie prostej regresji liniowej Y = 5y + 1 X uzywajac metody najmniejszych
kwadratéw.

2. Jaka jest przewidywana sprzedaz, jesli wydatki na reklame wyniosa 3 500 z4?

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA 84



9.2. Prosta regresja liniowa

Rozwigzanie:

Mamy n = 5 obserwacji.

Krok 1: Obliczanie srednich arytmetycznych X i Y X = Zf:; Xi _ 1+2+§+4+5 — L55 =3

S0 Y 10412415417421 _ 75 _ 15
5 5 =% =

=~
I

Krok 2: Obliczanie sum potrzebnych do wzoru na 5,

Tabela 4: Obliczanie sum

X, Y| Xi—-X =3 (X = X)(Yi-Y) | (Xi —X)?
1 10 1-3=-2|10-15=-5]| (=2)-(-5)=10 | (-2)?2=4
2 122-3=-1]12-15==-3| (=1)-(=3)=3 | (-1)?=
3 15| 3-3=0 | 15-15=0 0-0=0 02=0
4 17| 4-3=1 | 17-15=2 1-2=2 12=1
5 21| 5-3=2 | 21-15=6 2.6=12 9P =
Suma 0 0 27 10

Z tabeli odczytujemy sumy: 37 (X; — X)(Y; — V) =27 30_ (X; — X)?2 =10

S X=X (=) _ 21 _ g o
Yia(-X T

Krok 4: Obliczanie wyrazu wolnego 3y 3o =Y — 51X =15—(2,7)-3=15-8,1=6,9

Krok 3: Obliczanie wspétczynnika nachylenia 3; 5, =

Krok 5: Zapisanie réwnania prostej regresji Oszacowane réwnanie prostej regresji liniowej to:
Y =6,9+2,7X

Jesli wydatki na reklame wyniosa 3.5 tys. zt, podstawiamy X = 3.5 do naszego réwnania regresji: ¥ =
6,9+2,7-(3,5) =6,949,45 = 16, 35.

Przewidywana sprzedaz wyniesie 16,35 tys. sztuk, jesli wydatki na reklame wyniosa 3,5 tys. zt.

N
{// PRZYKtAD

Przyktfad 45: Réwnanie regresiji |l rodzaju

Open AGH e-podreczniki - tre$¢ dostepna na licencji CC BY-SA

85



9.3. Wieloraka regresja liniowa

ROKNANIE  YROTE RS 11 RODZAYV
2MIENNEY Y W261EDEM X 2HiEwe) X W2slgpen Y

&
RoALS
eV R R X
3—%%=§/e’§_ el " Bx | 3t

i 2ZKEAD
DA DWVKIMIARONE]  ZHIENNEY Losow\ (xY), i PO
¢ Rowand! REGRED' L RADAJA
EX =403+ 20,1+306 =2,%
EY= 402 +5°02 = 4%

D= [2gar 201 +E el
. '5?3‘150,@25- =8
Dix- EX°~EX)= Bl %5

https://vimeo.com/1097821578/600f583da4
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9.3. Wieloraka regresja liniowa

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Wieloraka regresja liniowa jest rozszerzeniem prostej regres;ji liniowe;.

Definicja 52: Wieloraka regresja liniowa

Zatézmy, ze dana jest jedna zmienna zalezna Y oraz zmienne niezalezne X1, Xo, ..., X;. Zaktadamy,
ze zwigzek miedzy tymi zmiennymi jest liniowy. Wtedy model wielorakiej regresji liniowej dla i-tej

obserwacji wyraza sie wzorem:

Y = Bo + 51 Xi1 + BoXio 4+ ... + B Xir + €, (9.6)

gdzie:
e Y, to i-ta obserwacja zmiennej zaleznej,
e X,; to i-ta obserwacja j-tej zmiennej niezaleznej,
e [y to wyraz wolny,

e (3; to czastkowy wspétczynnik regresiji dla j-tej zmiennej niezaleznej dla j =1,...,k,
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9.4. Regresja nieliniowa

e ¢; to skfadnik btedu (reszta) dla i-tej obserwacji.

Parametry sa najczesciej szacowane za pomoca metody najmniejszych kwadratéw (MNK). Model
regresji liniowe] wielorakiej dla wszystkich n obserwacji mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

Y =XB+e, (9.7)
gdzie:
Y
Yo
e Y to wektor kolumnowy zmiennej zaleznej (wymiar n x 1): Y =
Ya
e X to macierz wartosci zmiennych objasniajacych (wymiarn x (k + 1)): X =
1 Xin X 0 Xug
1 Xo1 Xoo -0 Xog
1 an Xn2 Xnk’
Bo
B
e (3 to wektor kolumnowy nieznanych parametréw regresji (wymiar (k+1) x 1): 8 = B2
Bre
€1
€2
e ¢ to wektor kolumnowy sktadnikéw btedu (wymiar n x 1): € =
€n

Wtedy estymator wektora wspétczynnikéw 3 metoda najmniejszych kwadratéw, oznaczany jako 3, jest
dany wzorem:
B =(XTX)"'XTy (9.8)

Po obliczeniu 3, mozemy zapisa¢ réwnanie przewidywanego modelu regresji jako:
Y =Xp3 (9.9
Lub dla pojedynczej obserwacji:

Y = fo+ BlXil + BoXiz+ ... + BuXin (9.10)

9.4. Regresja nieliniowa

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Regresja nieliniowa to statystyczna metoda modelowania zwiazkéw miedzy zmienng zalezng a jedna lub
wiecej zmiennymi niezaleznymi, gdzie ten zwiazek nie jest liniowy. W przeciwienstwie do regresji liniowej,
ktéra zaktada, ze dane mozna dopasowa¢ do linii prostej (lub ptaszczyzny w przypadku wielu zmiennych),
regresja nieliniowa wykorzystuje funkcje, ktére maja ksztatt krzywej. Te nieliniowe funkcje moga lepiej
odzwierciedla¢ ztozone zaleznosci, ktére czesto wystepuja w rzeczywistych danych.
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Definicja 53: Regresja nieliniowa

Model regresji nieliniowej mozna zapisa¢ jako: Y = f(X, 8) + e Gdzie:
e Y to zmienna zalezna.
e X to jedna lub wiecej zmiennych niezaleznych.

e f(X,B) to funkcja niezaleznych zmiennych losowych X oraz zestawu parametréw nieliniowych
8.
e [3 to wektor nieznanych parametréw nieliniowych, ktére musza by¢ oszacowane na podstawie

danych.

e ¢ to sktadnik btedu, reprezentujacy niewyjasniong zmiennosé.

Kluczowe réznice od regresji liniowej:

e Ksztatt funkcji: W regresji liniowej funkcja jest zawsze liniowa (np. Y = £y + 51 X1 + B2X3).
W regresji nieliniowej funkcja f moze przybiera¢ dowolny ksztatt krzywej, np. wyktadniczy (Y =
ﬁoeﬁlx).

e Estymacja parametréow: O ile w regresji liniowej parametry mozna czesto oszacowa¢ analitycznie
za pomoca metody najmniejszych kwadratéw, o tyle w regresji nieliniowej rzadko jest to mozliwe.
Zazwyczaj stosuje sie iteracyjne algorytmy optymalizacyjne, takie jak algorytm Gaussa-Newtona,
Levenberga-Marquardta czy gradient prosty, ktére minimalizuja sume kwadratéw reszt poprzez kolejne
przyblizenia. Algorytmy te wymagaja podania poczatkowych wartosci parametréw.

o Interpretacja parametréw: Interpretacja parametréw w regresji nieliniowej jest czesto mniej
intuicyjna niz w regresji liniowej i zalezy od konkretnej postaci funkcji nieliniowej. Wspétczynnik 31
w modelu liniowym zawsze oznacza jednostkowg zmiane Y na jednostkowa zmiane X, natomiast w

modelu nieliniowym jego wptyw moze byé zmienny.

Regresje nieliniowa stosuje sie, gdy teoretyczna wiedza o zjawisku lub analiza wizualna (np. wykres
rozrzutu) sugeruje, ze zwiazek miedzy zmiennymi nie jest liniowy. Jest powszechnie uzywana w wielu
dziedzinach, takich jak biologia i medycyna (modelowanie wzrostu populacji), ekonomia (krzywe
podazy i popytu, modele wzrostu ekonomicznego), inzynieria (charakterystyki materiatéw, dynamika
systeméw). Wybor odpowiedniego modelu nieliniowego czesto wymaga gtebokiej wiedzy dziedzinowej
oraz eksperymentalnego dopasowywania réznych funkgji, a takze oceny dopasowania modelu za pomoca

wskaznikéw takich jak R? czy analiza reszt.
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Rozdziat 10

Przyktady paradokséw statystycznych i
probabilistycznych

10.1. Paradoks Simpsona

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Analiza danych stanowi fundament wspétczesnych decyzji w wielu dziedzinach, od medycyny po biznes.
Czesto opieramy sie na intuicji, wyciggajac wnioski z pozornych zaleznosci. Istnieje jednak statystyczne
zjawisko, znane jako paradoks Simpsona, ktére potrafi catkowicie odwréci¢ lub zniwelowaé zaobserwowane
trendy, gdy agregujemy dane z réznych podgrup. To zjawisko uwypukla kluczowa zasade: ogdlne statystyki
moga wprowadzaé¢ w btad, jesli nie uwzglednia sie kontekstu i struktury danych. Zrozumienie paradoksu
Simpsona jest zatem niezbedne dla kazdego, kto dazy do rzetelnej interpretacji informacji i unikania
powierzchownych wnioskéw. Paradoks Simpsona przedstawiaja dwa nastepujace przyktady.

N
»l// PRZYKtAD

Przyktad 46: Dwa leki na chorobe

Wyobrazmy sobie, ze prowadzimy badanie kliniczne, by sprawdzi¢, ktéry z dwéch nowych lekéw — Lek
A czy Lek B — jest skuteczniejszy w leczeniu pewnej choroby. Dla uproszczenia podzielimy pacjentéw
na dwie grupy: mfodych i starszych. Oto wyniki leczenia:

Tabela 5: Wyniki leczenia

Grupa pacjentéw | Lek A (wyleczeni/leczonych) | Lek B (wyleczeni/leczonych)
Mtodzi 90/100 (90% skutecznosci) 10/10 (100% skutecznosci)
Starsi 10/10 (100% skutecznosci) 90/100 (90% skutecznosci)

Spéjrzmy na poszczegdlne grupy wiekowe:
e wsréd miodych pacjentéw: Lek B jest wyraznie skuteczniejszy (100%) niz Lek A (90%).
e wsrdd starszych pacjentéw: Lek A jest wyraznie skuteczniejszy (100%) niz Lek B (90%).

W kazdej grupie wiekowej jeden lek jest lepszy od drugiego. Logiczne, prawda? Teraz zsumujmy dane

dla wszystkich pacjentéw (mtodych i starszych razem):
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) . 90(mtodzi)+10(starsi) _ 100 ._ 0 &l
e Lek A ogétem: 100 (mlodz) F10(stars)) — 110 ~ 90.9% skutecznosci

10(mtodzi)+90(starsi) __ 100

~ 0 =
T0(miodzi)+100(starsi) . 110 > 90.9% skutecznosci

e Lek B ogétem:

| tu pojawia sie paradoks. Patrzac na dane ogdlne, okazuje sie, ze oba leki maja praktycznie takg
samg skuteczno$¢ (okofo 90.9%)! Ale przeciez w kazdej z podgrup (mtodzi i starsi) jeden lek byt
wyraznie lepszy od drugiego. Jak to mozliwe, ze po potaczeniu danych réznice znikaja? Sekret tkwi w
nieréwnym rozktadzie pacjentéw w grupach. W naszym przyktadzie:

o Wiekszos¢ mtodych pacjentéw byta leczona Lekiem A, mimo ze Lek B byt dla nich lepszy.
o Wiekszos¢ starszych pacjentéw byta leczona Lekiem B, mimo ze Lek A byt dla nich lepszy.

Lek A miat przewaznie gorsze wyniki wéréd mtodych, ale wiekszo$¢ mtodych go brata. Lek B miat
gorsze wyniki wsréd starszych, ale wiekszos¢ starszych go brata. Kiedy taczymy te dane, proporcje
w grupach znieksztatcajg ogdlny obraz. Mimo ze Lek B byt lepszy dla mtodych, brato go tylko 10
mtodych oséb. Lek A byt gorszy dla mtodych, ale brato go 100 mtodych oséb. Podobnie jest ze
starszymi. Ten nieréwny rozktad pacjentéw miedzy leki w poszczegélnych grupach wiekowych jest
wiasnie tym ukrytym czynnikiem, ktéry prowadzi do paradoksu.

N
{// PRZYKtLAD

Przykfad 47: Dyskryminacja na studiach

YPXRADOKS SIMPSONA
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[

https://vimeo.com/1097826659/fc7eefOc4b

Paradoks Simpsona

10.2. Paradoks Monty’'ego Halla

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Paradoks Monty'ego Halla to klasyczna zagadka prawdopodobiefistwa, ktéra od lat fascynuje matematykéw,

statystykéw i laikéw, czesto prowadzac do zdziwienia, a nawet niedowierzania. Nazwany na czes¢
prowadzacego amerykanskiego teleturnieju ,Let’s Make a Deal”, w ktérym byt prezentowany, paradoks ten
ilustruje, jak nasze intuicyjne rozumienie szans moze by¢é mylace, gdy konfrontujemy sie z warunkowa
natura prawdopodobienstwa. Cho¢ wydaje sie prosty, kryje w sobie gteboka lekcje na temat tego, jak
aktualizowa¢ nasze przekonania w $wietle nowych informacji.

Nazwa paradoksu pochodzi bezposrednio od Monty'ego Halla, wieloletniego gospodarza popularnego
amerykanskiego teleturnieju telewizyjnego ,Let's Make a Deal”. Gra, ktéra stata sie podstawa paradoksu,
byta statym elementem tego programu. Uczestnicy faktycznie stawali przed trzema drzwiami, wybierali
jedne, a nastepnie Monty, ktéry znat potozenie nagrody (zazwyczaj samochodu), otwierat jedne z
niewybranych drzwi, zawsze ujawniajac bezwartosciowa nagrode (czesto koze). Nastepnie oferowat
uczestnikowi szanse zmiany poczatkowego wyboru.

Problem ten zyskat szeroka stawe w 1990 roku, kiedy to zostat opublikowany w rubryce , Ask Marilyn"
w magazynie ,Parade”, prowadzonej przez Marilyn vos Savant, posiadaczke jednego z najwyzszych
zmierzonych 1Q. Jej poprawna odpowiedz, ze zmiana wyboru podwaja szanse na wygrana, wywotata
burzliwa debate i tysigce listéw od czytelnikéw, w tym od wielu naukowcéw i matematykéw, ktérzy
upierali sie, ze Marilyn sie myli. To masowe niezrozumienie i goraca dyskusja utrwality nazwe ,Paradoks
Monty'ego Halla”, czynigc go jednym z najbardziej znanych i kontrowersyjnych probleméw w teorii
prawdopodobienstwa.

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 48: Paradoks Monty’ego Halla i prawdopodobienstwo

Wyobrazmy sobie nastepujaca sytuacje, typowa dla teleturnieju:
1. Stoimy przed trzema zamknietymi drzwiami.
2. Za jednymi drzwiami znajduje sie samochéd (nagroda, ktérg chcemy wygrac).
3. Za pozostatymi dwoma drzwiami sa kozy (brak nagrody).
4. Prowadzacy, Monty Hall, wie, gdzie jest samochdd.
5. Wybieramy jedne drzwi, na przyktad drzwi nr 1.

6. Zanim je otworzymy, Monty (ktéry wie, gdzie jest samochdd) otwiera jedne z pozostatych,

niewybranych przez nas drzwi, za ktérymi zawsze jest koza. Powiedzmy, ze otwiera drzwi nr 3 i
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10.2. Paradoks Monty'ego Halla

ukazuje sie koza.

7. Teraz Monty zadaje kluczowe pytanie: ,,Czy chcemy zmienié¢ nasz wybér na drzwi nr 2, czy

wolimy pozostaé przy drzwiach nr 17"

Intuicja wielu z nas podpowiada, ze po odstonieciu kozy szanse rozktadaja sie réwnomiernie miedzy
dwoma pozostatymi drzwiami, czyli wynosza 50/50. Ale czy na pewno? Aby zrozumieé paradoks,
musimy doktadnie przeanalizowa¢ prawdopodobiefistwa w obu scenariuszach: pozostania przy

pierwotnym wyborze i zmiany wyboru.

Scenariusz 1: Pozostajemy przy naszym pierwszym wyborze
Zatézmy, ze wybieramy drzwi nr 1 i nie zmieniamy decyzji.

e Poczatkowe prawdopodobienstwo: Na poczatku mamy % szans na wybranie drzwi z

samochodem i % szans na wybranie drzwi z koza.

e Jesli wybralismy samochéd (prawd. 1): Monty otworzy jedne z dwéch pozostatych drzwi z

koza. Pozostajac przy swoim wyborze, wygrywamy samochéd.

o Jesli wybralismy koze (prawd. : dla kazdej kozy, czyli facznie 2): Monty musi otworzy¢
drugie drzwi z koza. Pozostajac przy swoim wyborze, wygrywamy koze.

Prawdopodobienstwo wygrania samochodu, pozostajac przy pierwszym wyborze, wynosi % Nasz
poczatkowy wybér sie nie zmienia, wiec szanse pozostaja takie same.

Scenariusz 2: Zmieniamy nasz wybér

Zatézmy, ze wybieramy drzwi nr 1 i zawsze zmieniamy decyzje po tym, jak Monty otworzy drzwi z
koza.

e Poczatkowe prawdopodobienstwo: Nadal mamy % szans na wybranie drzwi z samochodem i %

szans na wybranie drzwi z koza.

o Jesli wybraliSmy samochéd (prawd. %) Monty otworzy jedne z pozostatych drzwi z koza. Gdy
zmieniamy swéj wybdr, musimy wybraé drugie drzwi z koza. Wygrywamy koze.

o Jesli wybraliSmy koze (prawd. %) Monty musi otworzy¢ drugie drzwi z koza, czyli te,
za ktérymi nie ma samochodu. Drzwi, na ktére zmieniamy wybdr, musza by¢ drzwiami z
samochodem. Wygrywamy samochéd.

Prawdopodobiefistwo wygrania samochodu, zmieniajac swdj wybér, wynosi %

Dlaczego zmiana wyboru podwaja nasze szanse?

Kluczem do zrozumienia paradoksu jest to, ze Monty Hall nie otwiera drzwi losowo. On zawsze wie,
gdzie jest samochdd, i zawsze otwiera drzwi z koza sposréd tych, ktérych nie wybralismy.

Gdy poczatkowo wybieramy drzwi:

e Mamy 1 szans, ze wybralismy samochéd.

e Mamy % szans, ze samochdd jest za jednymi z dwdch pozostatych drzwi.

Kiedy Monty otwiera jedne z tych pozostatych drzwi, ujawniajac koze, tak naprawde koncentruje cate
% prawdopodobienstwa na jednych pozostatych, zamknietych drzwiach. On nie zmienia poczatkowych
szans naszych wybranych drzwi (ktére nadal maja % szans). Zamiast tego, eliminuje jedna z ,kozich”
opcji z puli niewybranych drzwi, co sprawia, ze pozostate niewybrane drzwi, ktére proponuje nam
wybraé, staja sie znacznie bardziej prawdopodobnym miejscem ukrycia samochodu.

Mozemy to zilustrowaé w nastepujacy sposéb:
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Wyobrazmy sobie, ze zamiast trzech, mamy sto drzwi. Wybieramy jedne. Pozostaje 99 innych.
Monty otwiera 98 z nich, wszystkie z kozami. Teraz stoimy przed dylematem: pozosta¢ przy naszych

pierwotnych drzwiach (szansa czy zmieni¢ na te jedne pozostate, ktére Monty nie otworzyt.

L)
100
W tym scenariuszu staje sie to znacznie bardziej intuicyjne: te jedne pozostate drzwi z 99 miaty

skumulowane prawdopodobienstwo % bycia drzwiami z samochodem, a Monty skutecznie wskazat

nam, ktére to sa, eliminujac wszystkie pomytki.

Paradoks Monty'ego Halla uczy nas, ze prawdopodobienstwo jest dynamiczne i powinno by¢ aktualizowane
w miare pojawiania sie nowych informacji. Intuicja, ktéra podpowiada 50/50, ignoruje fakt, ze prowadzacy
dostarcza cenna informacje poprzez swéj celowy wybdr drzwi do otwarcia. Zmiana wyboru w tej grze to
zawsze najlepsza strategia, podwajajaca nasze szanse na wygrana. To potezna lekcja o tym, jak wazne jest
uwzglednianie wszystkich warunkéw i proceséw w analizie statystycznej, aby uniknaé btednych wnioskéw.
Dla wielu Polakéw teleturniej ,ldz na catos¢” to cos wiecej niz tylko program telewizyjny — to kawatek
dziecinstwa i symbol niedzielnych wieczoréw spedzanych przed telewizorem. Emitowany w latach 90. i na
poczatku 2000., program zaskarbit sobie sympatie milionéw widzéw dzieki swojej nieprzewidywalnosci,
emocjom i charyzmie prowadzacego, Zygmunta Chajzera. Kazdy odcinek byt niczym loteria, w ktérej
uczestnicy musieli wybieraé miedzy atrakcyjnymi nagrodami a wszechobecnym symbolem programu —
Zonk'iem, czyli koza ukryta za jednymi z trzech drzwi. Ta prosta, ale genialna koncepcja, oparta byta
wtasnie na dylematach podobnych do tych, ktére ilustruje Paradoks Monty'ego Halla. Uczestnicy, stojac
przed wyborem, czy pozostaé przy pierwotnych drzwiach, czy zmieni¢ decyzje po ujawnieniu Zonku,
nieswiadomie mierzyli sie z t3 zagadka prawdopodobienstwa.

10.3. Paradoks hazardzisty

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Paradoks hazardzisty, czesto nazywany ztudzeniem Monte Carlo, to powszechne, a zarazem btedne
przekonanie, ze przeszte, niezalezne zdarzenia wptywaja na prawdopodobienstwo przysztych wynikéw.

Innymi stowy, mamy tendencje wierzyé, ze jesli co$ dzieje sie rzadziej niz normalnie w krétkim okresie, to
wkrétce musi zdarzy¢ sie czesciej, aby ,wyréwnac” érednig. To btad logiczny, poniewaz zdarzenia losowe nie
maja pamieci. Kazdy rzut kostka, obrét ruletka czy losowanie lotto to niezalezne zdarzenie, a jego wynik nie
zalezy od tego, co wydarzyto sie wczesniej. Podstawa paradoksu jest niezrozumienie prawa wielkich liczb.
Prawo to méwi, ze w bardzo dtugiej serii prob, wyniki zbliza sie do oczekiwanego prawdopodobienstwa. Nie
oznacza to jednak, ze krétkie serie odchylen zostang ,skorygowane” przez przyszte wyniki. Kazda pojedyncza

préba ma to samo prawdopodobienstwo, niezaleznie od historii.

N
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Przyktfad 49: Ruletka

Wyobrazmy sobie, ze w kasynie kulka na ruletce wyladowata na czarnym polu dziesie¢ razy z rzedu.
My, jako osoby podatne na paradoks hazardzisty, bedziemy przekonani, ze nastepny rzut musi wypasé
na czerwone, bo ,przeciez czarne juz tyle razy byto". Rzeczywistos¢ jest taka, ze prawdopodobienstwo
wyladowania na czerwonym (lub czarnym) w kolejnym rzucie nadal wynosi okoto 48, 6% (zakfadajac
europejska ruletke z jednym zerem), tak samo jak w kazdym poprzednim rzucie. Kazdy obrét jest

nowym, niezaleznym zdarzeniem.
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Przyktad 50: Rzut moneta
Jesli rzucimy moneta dziesie¢ razy i za kazdym razem wypadnie orzet, paradoks hazardzisty sktoni nas

do myslenia, ze szanse na reszke w kolejnym rzucie sa znacznie wyzsze. Jednak prawdopodobienstwo
wyrzucenia reszki wciaz wynosi doktadnie 50%, poniewaz moneta nie ,,pamieta” poprzednich wynikéw.

N
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Przyktad 51: Inwestowanie na gietdzie

Czasami inwestorzy, widzac serie spadkéw cen akgji, btednie zaktadaja, ze ,teraz to juz musi odbi¢” i
kupuja, wierzac, ze trend musi sie odwréci¢. Chociaz analiza fundamentalna i techniczna sa kluczowe,

$lepe bazowanie na przekonaniu o ,wyréwnaniu” losowych wahan jest forma paradoksu hazardzisty.

Paradoks hazardzisty wynika z naszej wrodzonej tendencji do poszukiwania wzorcéw i porzadku w chaosie.

Nasz mézg préobuje przewidywaé, a kiedy widzi ,serie”, spodziewa sie jej zakonczenia. Ignorujemy jednak
fundamentalna zasade statystyki: niezaleznos¢ zdarzen. W hazardzie, gdzie wyniki s3 czesto catkowicie
losowe, to ztudzenie prowadzi do kosztownych btedéw i utraty pieniedzy.

Zrozumienie paradoksu hazardzisty to klucz do racjonalniejszego myslenia o prawdopodobienstwie i

unikniecia putapek, ktére nasza intuicja zastawia na drodze do zrozumienia losowych proceséw.

10.4. Paradoks urodzinowy

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Paradoks urodzin (zwany tez problemem urodzin) odnosi sie do zaskakujaco wysokiego
prawdopodobienstwa, ze w stosunkowo niewielkiej grupie ludzi znajda sie co najmniej dwie osoby, ktére

obchodza urodziny tego samego dnia. Kiedy po raz pierwszy o tym ustyszeliSmy, pomyslelismy, ze to musi

by¢ btad. Przeciez rok ma 365 dni (pomijamy lata przestepne dla uproszczenia), wiec aby dwie osoby miaty

te same urodziny, musielibysmy mie¢ naprawde duza grupe, prawda? Okazuje sie, ze w grupie liczacej
zaledwie 23 osoby prawdopodobienstwo, ze co najmniej dwie z nich maja urodziny tego samego dnia,
wynosi ponad 50%. W grupie wielkosci matej klasy szkolnej, szanse na wspélne urodziny sa wieksze niz
50%. A kiedy grupa roénie do 57 oséb, prawdopodobiefistwo to przekracza juz 99%. Te liczby kompletnie
przecza naszej intuicji, ktéra podpowiadataby nam, ze potrzeba setek ludzi, aby tak sie stato.

Sekret tego paradoksu tkwi w sposobie, w jaki obliczamy prawdopodobienstwo. Zazwyczaj, myslac o
urodzinach, skupiamy sie na znalezieniu osoby, ktéra ma urodziny w konkretnym dniu, albo na znalezieniu
osoby, ktéra ma urodziny tego samego dnia co my. Paradoks urodzin jednak pyta o co$ innego: jakie jest
prawdopodobienstwo, ze jakiekolwiek dwie osoby w grupie dziela ten sam dzien urodzenia?

N
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Przyktad 52: Paradoks urodzin

YARMDOKS  RODZIN
B- 265264263 €. .. 915
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https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/handbook/2369/module/2488/reader#openaghmod:
2488:openaghhfivep:1

Paradoks urodzin

10.5. Paradoks wieznia

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Paradoks wieznia, bedacy jednym z najbardziej znanych i fascynujacych zagadnien w teorii gier, doskonale
ilustruje sytuacje, w ktérej decyzja podjeta przez jedng osobe decyduje o losie kogos innego, z kim nie
mozemy sie porozumie¢. Pokazuje, jak racjonalne, egoistyczne decyzje poszczegélnych jednostek moga
prowadzi¢ do nieoptymalnego, a nawet gorszego rezultatu dla catej grupy. To problem, ktéry zmusza nas do

refleksji nad natura wspétpracy i konkurencji.

Paradoks Wieznia to fundamentalny scenariusz w teorii gier, ktdry opisuje sytuacje, w ktérej dwie racjonalne
jednostki, dziatajace we wtasnym interesie i nie majace mozliwosci komunikacji, ostatecznie podejmuja
decyzje, ktére prowadza do gorszego wyniku dla obu stron niz w przypadku, gdyby wspotpracowaty.
Pokazuje on dylemat miedzy egoizmem a altruizmem, miedzy maksymalizacja wtasnych korzysci a

potencjalnymi korzysciami wynikajacymi ze wspétpracy.

N
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Przyktad 53: Klasyczny przyktad: dwéch podejrzanych
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10.5. Paradoks wieznia

Wyobrazmy sobie nastepujacy scenariusz, ktéry jest klasycznym przyktadem Paradoksu wieznia:

Dwaj przestepcy, Ania i Bartek, zostali aresztowani pod zarzutem popetnienia przestepstwa. Policja nie
ma wystarczajacych dowodéw, aby skaza¢ ich za gtéwne przestepstwo bez zeznan jednego z nich, ale

ma wystarczajace dowody, aby skaza¢ ich obu za mniejsze przestepstwo (np. posiadanie nielegalnych
przedmiotéw).

Policja rozdziela Anie i Bartka do osobnych cel przestuchan, tak aby nie mogli sie ze soba
porozumiewa¢. Kazdemu z nich oferuje nastepujaca umowe:

1. Jesli ty zeznajesz (zdradzasz) przeciwko drugiemu, a on milczy (wspétpracuje), to ty wychodzisz
na wolno$¢, a on dostaje 10 lat wiezienia.

2. Jesli oboje milczycie (wspétpracujecie), obaj dostajecie po 1 roku wiezienia (za mniejsze
przestepstwo).

3. Jesli oboje zeznajecie (zdradzacie) przeciwko sobie, obaj dostajecie po 5 lat wiezienia.

4. Jesli ty milczysz (wspétpracujesz), a drugi zeznaje (zdradza), to ty dostajesz 10 lat wiezienia, a
drugi wychodzi na wolnos¢.

Mozemy to przedstawi¢ w postaci macierzy wypfat:

Bartek milczy Bartek zeznaje
Ania milczy | Ania: 1 rok, Bartek: 1 rok Ania: 10 lat, Bartek: wolnos¢
Ania zeznaje | Ania: wolnos¢, Bartek: 10 lat | Ania: 5 lat, Bartek: 5 lat

Przeanalizujmy, jak Ania (i analogicznie Bartek) bedzie podejmowac¢ decyzje, dziatajac racjonalnie i we
wiasnym interesie, nie wiedzac, co zrobi druga strona:

e Co jesli Bartek milczy?
— Jesli Ania tez milczy, dostaje 1 rok.
— Jesli Ania zeznaje, wychodzi na wolno$¢.
— Dla Ani, lepsza opcja jest zeznawanie.
e Co jesli Bartek zeznaje?
— Jesli Ania milczy, dostaje 10 lat.
— Jesli Ania zeznaje, dostaje 5 lat.
— Dla Ani, lepsza opcja jest zeznawanie.

W obu mozliwych scenariuszach (niezaleznie od tego, co zrobi Bartek), dla Ani racjonalna i optymalna
decyzja jest zeznawanie. Ta strategia, ktéra jest optymalna niezaleznie od strategii przeciwnika,
nazywana jest strategia dominujaca.

Bartek, myslac w ten sam sposéb, réwniez dojdzie do wniosku, ze dla niego najlepszym wyjsciem jest
zeznawanie. W rezultacie, zaréwno Ania, jak i Bartek, dziatajac racjonalnie i egoistycznie, zeznaja
przeciwko sobie. Ostatecznie oboje laduja w wiezieniu na 5 lat.

Paradoks polega na tym, ze gdyby Ania i Bartek wspoétpracowali i oboje milczeli, kazdy z nich dostatby
tylko 1 rok wiezienia. Wynik (5 lat dla kazdego) jest gorszy dla obu stron niz wynik, ktéry mogliby
osiagnac poprzez wzajemna wspdétprace (1 rok dla kazdego).

Paradoks Wieznia jest poteznym narzedziem do analizowania wielu rzeczywistych sytuacji, w ktérych brak
zaufania i komunikacji prowadzi do suboptymalnych wynikéw:

e W ekonomii: firmy konkurujace na rynku (np. ustalajace ceny, produkcje) moga dazy¢ do
maksymalizacji wiasnych zyskéw, co w efekcie prowadzi do wojen cenowych i nizszych zyskéw dla
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wszystkich.

e W polityce miedzynarodowej: kraje podejmujace decyzje dotyczace zbrojen. Kazdy kraj moze czu¢
sie bezpieczniej, zwiekszajac swoje zbrojenia, ale w rezultacie wszyscy staja sie mniej bezpieczni z

powodu wyscigu zbrojen.

e W ekologii: wspolne zasoby (np. towiska, lasy). Kazdy rybak/drwal moze chcie¢ ztowi¢/wyciaé¢ jak
najwiecej, co prowadzi do wyczerpania zasobéw dla wszystkich.

Paradoks Wieznia uczy nas, ze indywidualna racjonalnos¢ nie zawsze prowadzi do kolektywnego dobra.
Podkresla on znaczenie zaufania, komunikacji, i mechanizméw egzekwowania uméw (np. kontrakty, prawo)
w celu osiagniecia optymalnych wynikéw dla spoteczenstwa jako catosci. Pokazuje, jak trudne bywa
osiagniecie wspétpracy, nawet gdy jest ona korzystna dla wszystkich zaangazowanych stron.

10.6. Paradoks Bertrand’a

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

Matematyka, ze swoja precyzja i logika, czesto wydaje sie nie pozostawiaé miejsca na dwuznacznosci.
Jednak historia zna przypadki, gdy nawet najlepsi mysliciele natrafiali na paradoksy, ktére obnazaty subtelne
luki w naszym rozumieniu podstawowych poje¢. Jednym z takich fascynujacych zagadnien jest Paradoks
Bertranda, nazwany na cze$¢ francuskiego matematyka Josepha Louisa Francois Bertranda. Zostat on po
raz pierwszy przedstawiony w 1889 roku i do dzi$ stanowi doskonaty przyktad tego, jak brak scistej definicji
moze prowadzi¢ do wielu poprawnych, lecz wzajemnie sprzecznych rozwigzan tego samego problemu z

rachunku prawdopodobienstwa.

Paradoks Bertranda dotyczy prawdopodobiefistwa wylosowania cieciwy w okregu, ktérej dtugos¢ jest
wieksza niz dtugos¢ boku tréjkata réwnobocznego wpisanego w ten okrag. Brzmi prosto, prawda?

Ot6z problem polega na tym, ze w zaleznosci od metody, jaka wybierzemy do ,losowania” tej cieciwy,
otrzymujemy zupetnie rézne wyniki prawdopodobienstwa. | co najbardziej intrygujace, kazda z tych metod

wydaje sie réwnie sensowna i logicznal

>
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Przyktad 54: Trzy metody losowania cieciwy w Paradoksie
Bertrand’a

Wyobrazmy sobie okrag o promieniu R. W jego wnetrzu rysujemy tréjkat réwnoboczny. Chcemy
znalez¢ prawdopodobieristwo, ze losowo wybrana cieciwa bedzie dtuzsza niz bok tego tréjkata. Dtugosé
boku tréjkata réwnobocznego wpisanego w okrag wynosi R+v/3. Bertrand przedstawit trzy rézne,

pozornie logiczne metody wyboru cieciwy, z ktérych kazda prowadzi do innego wyniku:

Metoda 1: Losowanie koncéw cieciwy na okregu

Wybieramy dwa losowe punkty na obwodzie okregu. Te dwa punkty tworza cieciwe. Jesli umiescimy w
okregu tréjkat réwnoboczny, to jego boki dziela okrag na trzy réwne tuki. Cieciwa bedzie dtuzsza od
boku tréjkata, jesli jej konce znajda sie na tym samym tuku.

Jesli ustali¢ jeden koniec cieciwy, powiedzmy w wierzchotku tréjkata, to drugi koniec musi wypas¢ na

tuku naprzeciwko, ktéry ma dtugosc % obwodu okregu. Prawdopodobienistwo wynosi %
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Metoda 2: Losowanie punktu $rodkowego cieciwy w okregu

Wybieramy losowy punkt wewnatrz okregu. Ten punkt bedzie srodkiem cieciwy. Cieciwa bedzie
prostopadta do promienia przechodzacego przez ten punkt. Dtugos¢ boku tréjkata réwnobocznego
wpisanego w okrag wynosi R+/3. Cieciwa bedzie dtuzsza niz bok tréjkata, jesli jej odlegtosé od srodka
okregu jest mniejsza niz potowa boku tréjkata réwnobocznego o podstawie Rv/3. Wysokos¢ tego
tréjkata to R + g = %. Promien okregu wpisanego w ten tréjkat ma dtugos¢ g. Pole matego okregu

2
o promieniu % do pola duzego okregu o promieniu R. Jest to ”(féf) = i.

Metoda 3: Losowanie promienia i punktu na promieniu

Jak w metodzie 2, cieciwa bedzie dtuzsza od boku tréjkata réwnobocznego, jesli jej odlegtos¢ od

srodka okregu jest mniejsza niz %. Promier ma dtugos¢ R. Punkt srodkowy musi leze¢ w pierwszej

potowie promienia (odlegtos¢ od srodka jest mniejsza badz réwnag). Prawdopodobienstwo wynosi %

Mamy wiec trzy ,logiczne” podejscia, dajace trzy rézne wyniki: % i i % Gdzie tkwi btad? Paradoks
Bertranda nie jest btedem w obliczeniach matematycznych - jest to raczej ostrzezenie dotyczace
nieprecyzyjnego sformufowania problemu.

Kluczem do zrozumienia paradoksu jest to, ze termin ,losowo wybrana cieciwa” nie ma jednej, uniwersalnie
akceptowanej matematycznej definicji. Kazda z przedstawionych metod implikuje inng dystrybucje
prawdopodobienistwa dla zbioru mozliwych cieciw. Méwiac inaczej, ,losowanie cieciwy” moze oznacza¢ rézne

rzeczy, a kazda z tych interpretacji prowadzi do innego zbioru wynikéw.
e Metoda 1 zakfada jednolita dystrybucje punktéw na obwodzie okregu.
e Metoda 2 zakfada jednolita dystrybucje punktéw wewnatrz okregu.
e Metoda 3 zakfada jednolita dystrybucje punktéw na promieniu.

Kazda z tych metod jest matematycznie spdjna i poprawna w ramach wtasnych zatozen, ale te zatozenia sa

rézne.

10.7. Btedy i putapki w interpretacji danych statystycznych

Autorzy/Autorki: Anna Serwatka

W dzisiejszym $wiecie jesteSmy bombardowani danymi statystycznymi. Od wiadomosci o gospodarce, przez
badania medyczne, po analizy marketingowe — statystyka jest wszedzie. Daje nam ona potezne narzedzie
do zrozumienia otaczajacej nas rzeczywistosci, ale jednoczesnie kryje w sobie liczne putapki, ktére moga
prowadzi¢ do btednych wnioskéw, a co za tym idzie — do ztych decyzji. Zrozumienie najczestszych btedéw
w interpretacji danych statystycznych jest kluczowe dla kazdego, kto chce wycigga¢ rzetelne i wartosciowe

whnioski.

Jedna z najbardziej podstepnych putapek jest btad selekcji, czyli sytuacja, gdy dane, ktére analizujemy, nie
sa reprezentatywne dla catej populacji, ktéra chcemy bada¢. Odmiana tego jest btad przezywalnosci.

N
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Przyktad 55: Btad selekcji i btad przezywalnosci

Podczas Il wojny $wiatowej matematyk Abraham Wald analizowat uszkodzenia samolotéw wracajacych

z misji, aby okresli¢, gdzie wzmocni¢ opancerzenie. Poczatkowo chciano wzmocni¢ miejsca z
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najwiekszg liczba dziur po kulach. Wald jednak zauwazyt, ze analizuja tylko te samoloty, ktére
przezyty. Samoloty z dziurami w krytycznych miejscach (silnik, kokpit) po prostu nie wracaty.
Oznaczato to, ze to wtasnie te miejsca, ktére byty nienaruszone w powracajacych maszynach,
wymagaty wzmocnienia, poniewaz ich uszkodzenie prowadzito do zestrzelenia. Skupianie sie na
socalatych” danych (samolotach, ktére wrécity) doprowadzito do btednych wnioskéw.

Zawsze zastanéwmy sie, czy dane, ktére analizujemy, pochodza z petnego i reprezentatywnego zbioru. Co
mogto zosta¢ pominiete i dlaczego? Korelacja oznacza, ze dwie zmienne zmieniaja sie razem. Korelacja
nie implikuje przyczynowosci! To jedno z najczestszych i najbardziej szkodliwych btedéw. Mozemy
zaobserwowac silny zwigzek miedzy dwoma zjawiskami, ale to nie znaczy, ze jedno powoduje drugie.

N
{// PRZYKtAD

Przyktfad 56: Fatszywa korelacja

Zaobserwowano bardzo silng korelacje miedzy liczba rozwodéw w stanie Maine a konsumpcja
margaryny. Oczywiscie, jedzenie margaryny nie powoduje rozwodéw (ani odwrotnie). To czysty
przypadek, lub obie zmienne s3 pod wptywem jakiegos trzeciego, ukrytego czynnika (np. ogélnych

trendéw spotecznych lub ekonomicznych).

Czesto na pozér oczywisty zwigzek miedzy dwiema zmiennymi jest w rzeczywistosci kontrolowany przez

trzecig zmienna, ktdrej nie bierzemy pod uwage.

N
{// PRZYKtAD

Przyktad 57: Pominiecie zmiennych ukrytych

Badanie pokazuje, ze studenci, ktérzy pija wiecej kawy, osiggaja lepsze wyniki w nauce. Czy to
oznacza, ze kawa sprawia, ze jesteSmy madrzejsi? Niekoniecznie. Zmienng ukryta moze by¢ fakt, ze
studenci z dobrymi wynikami, aby zdazy¢ na czas z nauka, czesto ucza sie do pézna i potrzebuja kawy,

zeby utrzymaé koncentracje. To nie kawa jest przyczyna, a intensywna nauka.

Zawsze warto zada¢ sobie pytanie: ,Czy jest co$ jeszcze, co moze wptywaé na te wyniki, a czego nie
uwzgledniam?”'. Wyciaganie wnioskéw na podstawie zbyt matej liczby obserwacji jest bardzo ryzykowne.
Mate préby sa bardziej podatne na przypadkowe fluktuacje, a wyniki uzyskane z nich moga nie by¢

reprezentatywne dla wiekszej populacji.

N
{// PRZYKtAD

Przyktfad 58: Btad zbyt matej prdoby

Badanie przeprowadzone na 5 osobach wykazato, ze nowy produkt jest genialny. Jednak grupa
docelowa to miliony konsumentéw. Wyniki z tak matej préby sa statystycznie bezwartosciowe.
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Agregacja danych moze ukrywa¢ wazne wzorce lub nawet odwracac¢ kierunek zaleznosci. Paradoks Simpsona
to zjawisko, w ktérym trend obserwowany w kilku grupach danych zanika lub odwraca sie, gdy te grupy

zostana pofaczone.

N
{// PRZYKtLAD

Przyktad 59: Agregacja danych a Paradoks Simpsona

Uczelnia zostata oskarzona o dyskryminacje kobiet, poniewaz analiza ogdlnych danych wykazata, ze
procent przyjetych mezczyzn byt wyzszy niz kobiet. Jednak gdy dane podzielono wedtug wydziatéw,
okazato sie, ze na wiekszosci wydziatéw procent przyjetych kobiet byt wyzszy lub réwny mezczyzn, a
na kilku pozostatych réznica byta minimalna. Problem polegat na tym, ze kobiety czesciej aplikowaty
na wydziaty z nizsza ogélna stopa przyjec.

Ten przyktad pokazuje, ze czasami warto dekomponowa¢ dane i analizowa¢ je na réznych poziomach
agregacji, aby unikna¢ ukrytych putapek. Interpretacja danych statystycznych to sztuka i nauka. Nie
wystarczy umieé liczy¢; trzeba takze rozumieé kontekst, potencjalne zrédta btedéw i ograniczenia
metodologii. Swiadomos¢ tych putapek pozwala nam na bardziej krytyczne podejécie do przedstawianych
nam liczb i wyciaganie bardziej rzetelnych wnioskéw. Liczby same w sobie sa obiektywne, ale sposéb ich
zbierania, analizowania i interpretowania jest juz bardzo subiektywny i podatny na btedy.

Publikacja udostepniona jest na licencji Creative Commons Uznanie Autorstwa - Na tych samych warunkach
4.0.
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